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III. Recherches mr les < prineipaux Prohlemes de VAstronomie 
Nautique. Par Dan: Josef de Mendom y Rios, F. R. S. Cotn~ 
munimted by Sir Joseph Banks, Bart. K.B* P.R.S, 

Read December 22, 1796. 

JLIans les Recherches suivantes, je me suis propose de consi- 
derer les principaux problemes de TAstronomie Nautique d'une 
maniere generale, pour etablir des formules qui embrassent 
tous les cas, et dont on puisse deduire le$ diff£rentes methodes 
propres a les resoudre avec plus ou moins d'avantages. Elles 
sont divis^es en deux Parties. 

Dans la Premiere Partie j'ai compris ce qui regarde la deter- 
mination de la latitude du lieu du vaisseau par deux hauteurs 
du solefl ; ainsi que le qalcul de Tangle horaire d'un astre par 
la hauteur observe, et celui de la hauteur par Tangle horaire. 

Le sujet de la Seconde Partie est la reduction des distances 
de la lune au soleil, ou a une etoile, observ^es a la mer, pour 
determiner la longitude. J'ai considere s£par6ment les solu- 
tions directes, et les methodes d'approximation. Quant aux 
dernieres, j'ai taehe aussi de donner des formules propres pour 
examiner et porter un jugement definitif sur tous les proeedes 
de cette espece dont on voudra prouver lafaussete ou la jus* 
tesse, ou bien les d£gr£s d'exactitude qu'ils comportent. 

Dans ces Recherches, ainsi que dans un ouvrage* que j'ai 
compost, avec un grand nombre de tables pour faciliter les cal- 
culs de TAstronomie Nautique, j'ai employe les sinus-verses en 

* L'impression de cet ouvrage est deja tres avancee, 

Gs 
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les envisageant sous certaines relations r^ciproques qui me 
paroissent susceptibles de plusieurs applications utiles. Avant 
d'entrer en matiere/il est done a-propos de les expliquer, et de 
faire connoitre les expressions dont je me suis servi pour les 
designer. Les void, (en supposant, comme nous le ferons par 
la suite, le sinus total = i ) - 
sinus-verse A =1 — cos.A:=2sin. a 4-A 

susinus-verse A = 1 + cos. A = sin. v. (i8o° — A) = 2C0s.*~A 

cosinus-verseA=: l — sin. A= sin. v. (9o°~ A) == 

susin. v. (go + A) = 2 sin.*-- (90 ~ A) = 
scos. a ~-(90°+ A) 

sucosinus-verse A=i -f~ sin. A = sin. v. (90 + A) = 

susin. v. (90 ~ A) = 2 sin.* i (90 + A) = 
scos. a |-(9o ^A) 

PREMIERE PARTIK 

Trotmer la Latitude du Vaisseau par deux Hauteurs 
du S&leil, et le Terns ecoule entre les Observations. 

La latitude est l'&ement le plus pr^cieux de la Navigation. 
La facilite et Inexactitude avec lesquelles on peut la d<£duire 
de la hauteur m£ridienne du soleil, sont cause que les Pilotes 
se fient principalement a cette donn^e pour la. direction deleurs 
routes. Mais cela meme fait, que, quand on manque Y obser- 
vation du midi, Fincertitude qui y resulte est plus grande ; et 
le danger devient imminent dans des circonstances critiques. 
Ainsi, depuis que les voyages longs et fr^quens de la Na- 
vigation moderne donnerent lieu a des recherches exactes 
pour traverser l'Oc&m avec surety ori a tach6 de trouver des 
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regies propres pour determiner la latitude par des observations 
prises hors du m&idien; et le public possede a ce sujet un grand 
nombre dem6thodes,*plus ou moins ing£nieuses dans la th£o- 
rie, mais dont la plupart sont rest£es tout a fait inutiles dana 

* Le celebre Pierre Nunnez (ou Nonius) s* occupa beaucoup des* movent dct 
determiner la latitude, et apres avoir demontre la faussete des regies publiees par Pierre 
Appian ( Cosmograpbia) et Jacob Ziegler ( Comment 'avium in secundum li- 
brum Naturalis Historic Plinii) il donna differens problemes de son invention, et 
entre eux celui qu'on resout par deux hauteurs, et Pare d'horizon compris par les 
verticaux de Pastre ( De Arte atque Ratione Navigandi, 1573; De Observ. ReguL 
etlnstrum. Geometr. &c.J. Je n'ai pas pu dclaircir celui qui le premier substitua au 
lieu du dernier element, Pare de Pequateur compris entre les horaires, ou bien Pia- 
tervalle de terns entre les observations; mais on trouve cette solution enoncee comme 
une chose ,connue quoique pen utile, dans le traite De GloSis et eorum U$u, par Ro- 
bert Hues. (Je n'ai jamais vu la premiere edition de ce livre; celles que je connois, 
outre les traductions en Anglois et en Francois, sont une cum Annott. J. Isaac 01 
Pontani, Amst. 1617 ; et une autre, Oxon, 1663.) Leprocede mentionne par Hues 
exige Pusage des globes. M. Facio Duillier (Navigation improved, 1728,) 
expliqua avec assez de detail la meme methode par le calcul trigonomerrique ; et 
cependant M. Pitot la publia ensuite (Mem. de PAcademie des Sciences de Paris* 
1736,) comme quelque chose d'important et denouveau, Mr. R. Graham imagina 
pour lememe objet un appareil mechanique (Pbilosopb. Transact 17 $4,) > et M. de 
Maupertuis donna aussi une solution tiree des formules etablies dans son Astro* 
nomie Nauiique (Probl. XII. }. Dans les ouvrages posterieurs on ne rencontre, pour 
la plupart, que les idees des auteurs que nous venons de citer. Au reste, voyez sur 
la determination.de la latitude par deux hauteurs et par d'autres precedes ; Comm. 
Acad. Imp. Sc. Petropolit. 1729, Memoires de Dan. Bernouilli, Herman, 
Euler, Fr. Christ. Mayer, etW. Krafft. Id. 1779, Memoire de M. Lexell; 
Nautical Almanack, 1778, Appendice par M. Lyons; VAstronomie des Marins, 
par le P. Pe'zenas ; VAstronomie de M. de la Lands ; Roslers Handbucb den 
Practic. Astronomies La Trigonometric rectiligne et spberique, par M. Cagnoli,; 
Berlin, Astronom. J abrbucber, 1787, 1789, 179a, Memoires de M. M. Henertv 
Graf Plaaten, et Schubert; Allgemeine Wdrterbucb der. Marine, par Roding j 
Sammlung Astronom. Abbandlungen, par K&stner; Elements of. Navigation* 
by Robertson; Traite de Navigation de ?ououer, par La Caille; Opus- 
cules Matbimatiques de M. D^emjjert, IV. p. 357; Cours de Matbematique^' 
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la pratique. La seule qui ait 6te adoptee par les navigateurs 
assez gen6ralement est celle de M. . Douw.es, * qui merita pour 
sa solution une recompense du Bureau des Longitudes de la 
Grande Bretagne. Cette methode, pourtant, est sujette a 
quelques inconveniens ; entre autres celui d'exiger dans les 
operations Fusage combing des nombres naturels et artificiels. 
Je me suis propose de trouver des moyens plus simples et plus 
g6n6raux pour calculer la latitude ; ce qui m'a engage dans des 
recherches, dont je me contenterai de donner ici eelles qui me 
paroissent remplir quelque but utile, 

par M. Be'zout, VL Navigation ; Voyage de la Flore, par M. M. de Verdun, 
de Borda, et Ping re', 1. ; Description et Usage du Cercle de Reflexion, par M. de 
Borda; Dictionnaire Encyclopedique des Mathematiques, II. ; Traite Analytique des 
Mouvements apparens des Corps Celestes, par M. Du Sejour, &c. 

* M. Corn el i us Dou wes expliqua samethode avec beaucoup de details theoriques 
et pratiques dans les Actes de V Academic de Haarlem, I. 1754. Ce Memoire est 
tres interessant, mais il est reste presque tout a fait inconnu au reste de PEurope, a 
cause de la langue du pays ou il fut ecrit. Je me propose de publier la traduction en 
Francis. Les tables de M. Dou wes pour faciliter sa methode suivirent de tres pres 
le precedent ouvrage ; et c'est d'apres un exemplaire de cette edition que Harrison 
fit la sienne en 1759, * Londres. Le Dr. Pemberton, a la vue de ces tables, dont ii 
paroit avoir ignore Pauteur, trouva la theorie et Pinsera dans les Transactions Philoso- 
pbiques, 1760. La connoissance qu'on a des principes du professeur Hollandois 
est pour la plupart derivee de ce Memoire. Sur cette methode, et sur quelques 
changements qu'on y a propose ou fait, ainsi que sur les tables plus etendues qu'on 
a calcule pour en faciliter P usage, voyez d'ailleurs — The British Mariner's Guide, 
by Mr. Maskelyne ; Nautical Almanack, 1771, Appendice par PAmiral Camp- 
bell; Nautical Almanack, 1781, Appendice par Mr. Edwards ; Requisite Tables, 
1781; Le Guide du Navigateur, par M. Lev&que ; Sammlung Astronomischer 
Abbandlungen, 1793, par M. Bode, Memoire de Mr. Nieuweland ; Verhandeling 
over bet bepaalen der Lengte op Zee, Amst. 1789, par M. M. Van Swinden, 
Nieuweland, et Van Keulen ; UAstronomie de M. de la Lande; Tratado de 
Navegacion, por Don Josef de Mendoza Rios, 1787; Connoissance des Terns, 1793, 
Memoire de M. de Mendoza ; Nautical Almanacks, 1797— 1800, Appendice par 
Mr. Brxnklev, &c. 
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Nous supposerons, pour la Premiere Partie de ces Recherches, 
la plus grande hauteur du soleil = a, Tangle horaire correspond 
dant = b, Tazimuth correspondant = e> la d^clinaison corres- 
pondante = d, ou la distance au pole 61eve = D, et / la latitude 
du lieu 011 Ton a observe cette hauteur; la petite hauteur du 
soleil = a', et les autres 6L£ments r£latifs a cette observation 
= h 1 , e\ dV D', V. Nous repr^senterons aussi Tangle horaire, 
moyen entre b et b f 9 par m, et la difference entre h et b 1 par t 

Mttbode directe. 

Soit H O Thorizon, H Z P O le 
m&ridien, Z le zenith, P le pole 

61eve, et S, s les lieux du soleil aux 

Hi 

instants des observations, que nous 
supposerons faites dans le meme lieu. 

Void le proced£ qu'on present ordinairement pour faire le 
calcul par la Trigonom6trie Spherique. 

Dans le triangle S P s on connoit Tangle S P s qu'on deduit 
de Tintervalle, et les deux cot^s S P, s P qui sont les distances 
du soleil au pole ileve ; dont on pourra conclure S s, et S s P, 
ou s S P. Avec S s et les complements des hauteufs Z S, Z s 
on calculera ZsS ou ZSs. La comparaison entre SsP et 
Z s S, ou entre s S P et Z S s donnera Z s P ou Z S P. Le pre- 
mier de ces deux angles, et les cot£s Z 's, P s suffis^nt pour 
r^soudre le triangle ZsPi ou" bien y on pourra r<§soudre le 
triangle Z S P a Taide de Tautre angle Z S P et de Z S, PS; en 
concluant ainsi le complement de la latitude ZP. 

Tachons d^tablir des formules pour abreger et simplifier ce 
calcul. 

Dans le triangle S P s que je con$id6r<§rai comme isoscele* 
en supposant la declinaison constants, 
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on a cos, S s = cos. £ sin. a D -J- cos. 1 D. 

d'oti Ton d^duit 

i — sin* v. S s =s cos. £ sin. a D + cos. a D. 
sin, v. S s = sin.* D — cos. i sin.* D. 
sin. v. S 5 = sin. a D sin. v. t. 
Formule propre pour le calcul de S s par les sinus-verses. 

En substituant q sin. a |S5 = sin. v. S s, et 2 sin, a |- £ = 
sin.v, t, on d&Luit, pour le calcul par les sinus 

sin. |S5 = sin. D sin. •§■ t 
Dans le meme triangle on a 

cos. D — cos. S 5 cos. D 



COS. S S P 



sin. S £ sin. D 



par consequent 



^ r> cos. D — cos. 8 s cos, D 

susm. V. S S P — 1 — : — 5 r— ^r 

sin. 6 s sin. D 

o t* cos. D — cos. S s cos. D 4- sin. S s sin. D 

SUSin. V. S S P = : — s — r— tt-Z. . 

sm. Ss sin. D 

susin. v. S * P = "*• D ~ cos -. (S 1 + D) 

sin. S s sm. D 

o -rk 2$in. (!■ Ss 4- D) sin. JS's 
susm. V, S S P = — ~ a ■ . ~ — - — 

sm. Ss sin. D 

et en substituant sin «|- S s = sin. D sin. 4* * 
H r&ritm | 

c» t\ 2 sin. ( J S $ -f D) sin. J £ 

susm. V. S S P = - r— 1 — 

sin. S s 

V 

Formule pour calculer S s P par les sinus-verses, et les double- 
sinus. 
Pour le calcul par les sinus on deduit 

COS. jS*P = y/ii"' ( * 8 ' + P) S ~* 
2 ^ sm. S 5 

On pourroit trouver aussi 

o "o 2 sin. (f S,s ~ D) sin. £ £ 

sm. V. S S P = 4— r i z~ 

sm. Si 

, . r c* r% y'sin. (f Ss ~ Dj sin. £ t 

et sm,|S5P = v^ -^ c c — 

2 ^ sm. o 5 
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Dans le triangle Z S s^on a 

Q c V s " m * a ~~ cos# ^ * s * n * a ' 

sin. S s cos. a 



^ — cm v Clc7 1 sm ' g, — cos* $ s sin, ^ 

sin. Ss cos. a 

sin. v. S 5 Z = »*"■<?, + </),-,»,.,, 

sm, $>_$ cos. a 

sin. v. S si = '""•f(S' + ^«)^l(S» + «'-«) 

sm, S s cos. #' 

Formule pour calculer S s Z par les sinus-verses. 
Pour le calcul par les sinus on deduit 



A } " """" "" ' ■" i i i i hiii iiii 1 a 1 11 > m i » hi 1 1 .iiiiii an-, mil m m i i n i n i . i.ii nrn i H MIIII H IIII .H I .H 

Sin I S?7 y/ cos» £ (S s 4- a' -f q) sin. | (S s -f a' — ■ a) 

2 """""'' ^ sin. 8 s cos. a' 

On pourroit trouver aussi 

susm. v. b s £ = • • o H ■ 

sin. Ss cos. a 



et cos.xSfZ=V / ' in -* (S ' + i'" af)JO '- {((S '" ' , " <) 

3 sin. S s cos. a' 

Plusieurs auteurs de Trigonometrie Sph&rique supposent que 
Tangle Z s P est toujours 6gal a la difference entre S s P, et 
SsZ; mais cette r£gle generate n'est pas exacte. Le vertical 
Z s peut tomber a Fautre cot<§ de S s relativement au pole eleve ; 
ce qui a lieu quand Fastre dans sa revolution diurne passe entre 
le zenith et le pole 61ev<§. On doit prendre alors la somme, et 
non pas la difference des angles ci-dessus, pour avoir celui 
qu'on cherche. 

1/angle Z S P peut etre aussi egal au complement a 360 de 
la somme desSP, et ZSs; et Fattention a cette circonstance 
seroit necessaire dans le cas ou Ton feroit le calcul par les 
angles en S. 

Apres avoir determine Fangle Z s P, on a 

sin. / = cos. Z s P cos, a 1 sin. D -f sin. a 1 cos, D 
sin. I = sin. a' cos. D + cos. a! sin. D — sin, v. Z$P cos. a' cos. d 

Mpccxcvir, H 
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sin. / = sin, (D -f a 1 ) — sin. v. ZsP cos. a* cos. d 

1 4- sin. / = l + sin. (D -f- a f ) — sin. v. Zs P cos. a f cos. d 
sucos.v. / = sucos. v. (D + a!) — sin. v. Zs P cos. a'cos. d 

i /-r\ i /\ I sin. v. Z s P cos. a! cos. d 
SUCOS.V. / == SUCOS.V. (D + *') (l sucos.v. (D + 7) 

Formule pour determiner finalement / par les sinus-verses; 

, r . , sin. v. ZsP cos. a' cos. d . XT 

car on voit, qu en faisant — ■— ■ - lT i ■- 7 r — = sm. v. N, on 

7 * sucos.v. (D 4- a ) ' 

aura sucos. v. Z = sucos. v. (D + a') cos. N. 
En substituant dans la formule pr£c£dente 

2 sin. 2 i (90 + /) = sucos. v. /, 2 sin.* ^ Z 5 P = sin. v. Z 5 P; 
et 2sin. a f (90 + D + a') = sucos. v. (D + a% 

il resultera, pour le calcul de I par les sinus, 



sin.|(90 +/)^=sin.f( 9 o +D + ^)v // i 



sin. 2, 1 ZsP cos. a' cos, d 

1 1 II l « l | [ I V I II V - 

sin f a £(90°+D+a') 



r\ v i> ^ * r • , sin, £ 2sP Vcos. a'cos. <£ . ^ T 

Par oil Ion voit, qu en faisant — si n.JL( 9O o + D + a0 = 
on aura sin. £ (90 + /) = sin. f (90 + D + a') cos. N. 
On pourroit aussi, deduire 

1 •t-w 1 /\ / i sin. v. ZsP cos. a' cos. fl^ 

cos. v. Z = cos. v. (D + a') (1 + coi , v , (D + ^ — 
pour fate ^| ^g^!= ' = cos. N, et avoir 
co,v./=co,v.(D + .')-in.v.N. 



AUSSI, > " _ T „ _, "" : j 

cos.j.(9o°+;)=cos.f( 9 o° +D+a l )v ^ 1 + cs.'i (90-+D+.') 

c „ s . x (90 . + /) = ^!+£±4. 

Nous examinerons a present l'erreur qui resulte dans la la- 
titude de celles qu'on peut commettre dans les elemens du 
calcul. 
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Supposons preincrement une erreur St dans l'intervalle. 
Le S analogic diffentielles donnent, en supposant ran gl e 
horaire et la latitude variables, 

y a _ ^ ' ( tan * ^ — tan- ^ cos ' *) 



et $£' 



sin. & 
$1 tan, rf — tan. /. cos. 7/ 



sin. b' 

On aura done 



tan. d (sin. h'-~ • sm<£) 



J* = W-JA =« (tan./(cot*-cot*') -22Jg£=£ 

£ t sin. £ sin. £' 



tan. / sin. t — 2 tan. rf cos. m sin. § £ 



t\* 



Par consequent J/ 

OU Dien d I tan , ( COt . ^co¥. #) — tan; d (cosec. h — cosec. &') 

En supposant une erreur <J a dans la grande hauteur, on a 
— U=*$h = — ^* cos ;* h ; ce qui, etant substitu6 dans l'6qua* 

. cos. d cos. / sin. b * 7 L 

tion precedente, donne 

* i ___ & a cos. a sin. h ( 



cos. d sin. / sin. t — z sin. d cos. / cos. m sin. § £ 



ft j £# cos. tfsin. Z/ 



cos. d sin. / sin t — sin. d cos. / (sin. b' — sin. b) 

Pour Ferreur de la petite hauteur on auroit aussi 
$ t = £ h = ? ~ * — n ; d'oii Ton d£duit 

cos. d cos. / sin. b 
r, t _ ^a'cos. a' sin. h 



et <£/ 



cos, d sin. / sin. t — 2 sin. c? cos. / cos. m sin. \ I 

£#'cos. #'sin. £ 
cos. d sin. / sin. £ — sin. J cos. / (sin. £' — sin. h) 



Methode indirecte, en deduisant premier ement V Angle horaire 

moyen. 

T rri • fi . n i , . •• 7 sin. # — sin;<?shu/ 

La frigonometrie SpMnque donne cos. b = — cos ^ cos 1 — 

a. 1 1 sin.# — * sin. a sin. / t*~„.. ^_^_jp^..^.~4. 

et cos. h' == -,- z — . Par consequent 

cos. d cos. C * 

H .2 
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sin. a cos. df cos. /' — sin. #' cos. J cos. / 
— sin. d cos. d f sin. / cos. /' 
-, ,. . _ , j 4- cos. rf sin. tfcos. /sin. /' 

cos.)&— cos.A / = 2sm.^sm.f/ = < — — - ,7 — 7 " / ,^ -» > 

2 cos. a cos. a cos. / cos. / 

et 

sin.tfcos.d'cos./' — sin.^'cos. Jcos./— sin.d'cos. J'sin./cosJ'-l-cbs.Jsin.rf'cos./sin./ 

sm. m = : 3 t? j -3—. — rr- ■ ~ — 

2 cos. d cos. d cos. / cos. / sin. \ t 

Void l'expression g£n6rale de Thoraire moyen m dans tous 
les cas du probleme. Quand les observations ont ete faites 
dans le m£me lieu on a / =J' 9 et en supposant la declinaison 
constante dans Tintervalle d=:d\ ce qui reduit la formule alors 

N • sin. a — sin. a T . , i i *• 

a sin.m= z 7— — rr- Les circonstances dans la pratique 

2 cos. d cos. / sin. I * r * 

sont presque toujours diff&rentes; mais, Tintervalle n'^tant 
que de quelques heures, la difference entre letl' ne peut jamais 
£tre grande, et celle entre d et d 1 doit etre encore moins consi- 
derable. Nous pourrons done transformer la formule g^nerale, 
en supposant ces differences tres petites, pour d^duire des ex- 
pressions propres pour le calcul. 

Faisons / = V -J- A /, et d = d 1 + A d; et Ton aura 

cos. d l == cos. d -f- A d sin. d 

sin. d 1 = sin. d — A d cos. d 

cos. V = cos. / -f- A / sin. / 

sin. /' = sin. / — A I cos. I 

Substituons y ces expressions, en n^gligeant les produits des 

deux dimensions de A /, A d, et nous aurons 

r (sin. a — sirj. a!) cos. d cos. I -f A/ (sin. a cos. d sin, / — sin. cfcos. rf) 
■4- A d (sin. a sin. d cos, I — sin. / cos. /) 

j 2 cos. d cos. / sin. £ £ (cos. d cos. / -f- A / cos. d sin. / -|~ A d sin. rf cos. /) 

Representons la latitude suppos^e du lieu oii^n observa la 
plus grande hauteur par /", et faisons / = /" + <57", en suppo- 



?/ 
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sant toujours que la difference U" est petite. Si Ton calcule un 
angle horaire moyen M avec eette latitude, on aura 

«:~. iv/r sin. # — sin. a' sin. a — sin. a* 

sin. M = 



2 cos. d cos. I" sin. \ t , z cos. d cos. / sin. \ t -f 2 £/" cos. J sin. / sin. f f 

Par consequent, sin; w = sin. M ~f ......... ... . . 

A/ (cos, df sin. /sln.a'~ r sin.</cos.</)-f , A</ ( sin. akos./ sin, a'— sin, /cos. /)+^/"cos. isin. / (sin, a —sin, a' ) 
a cos. dcos. / sin. J * [cos. a? cos, /-f A I cos. </ sin, /-fr- A dim. d cos. /+ £/"cos. *£ sin. /) 

et, a tres pen pres, 



m = M -w 



"*A / (sin. /"sin. a r — sin. d) , A d (sin. d sin. a' — sin. F) 
2 cos. d cos. 2, /" cos. M sin. £t- * 2 cos. 2 d cos. /" cos. M sin. ~ t 

y § I" sin. I" (sin. a — sin. a) 
* 2 cos. 2, d cos. 2 */" cos.M sin. i T 

Substituant sin. a'=cos. £'cos.<icos./ >/ -|~ sin. d sin. /"dans le se- 



cond et le troisieme membre de la droite, et sin. M: 
dans le dernier, il resultera 



sin.fl- sin. a 
2cbs.dcos.Z"sin.£i 



j ~ I (cos h' tan, /" — . tan, d) . A£(cos^ F tan. d — tan. /") 
m — M l i 2 cos. M sin. \t ■ ■ Icos. M sin. £ * 



L + J Z" tan. V tan. 
Formule qui donne la valeur de Thoraire moyen potir le calcul 
relatif au lieu de la plus grande hauteur., 

Si Ton suppose /' = / 4- A /, et d' =2 d -f- A d r on aura, ei* 
substituant comrae nous avons fait auparavant, 

((sin. a — sin. a!) cos. d'cos. /' + A I (sin. d' cos. d' — sin. a'cos. d'sin. /')' 
-f A d (sin. /'cos. /' — sin. a' sin. d' cos. /') 
» . % ... _______ 

2 cos. d'cos. /'sin. i £ (cos. d'cos. /'-f A /cos. d'sin. / 4- A dsin. d'cosTF) 

En repr&sentant par V" la latitude estimee du lieu oii on a 
observe la plus petite hauteur, et en faisant 7 /y, '-j- lV n —V<> et 

Ti *-/ sin. # — sin. #' . . A 

sin. M' = -a — m . z „ ou, ce qui revient au merae.. 

2 cos. a cos. /'"sin. \t * . ■ * . 

•--»*• sin. a — sin. a! 

sin iM s= ' " 

2 cos. d' cos. /'sin. £ if -f- 2 $l" r cos. d! sin. /'sin. §'£ 

on aura sin. #* = sin. M' + ............ . • . . . • 



A/(sin. ^cos. d* — sin. a cos. <#sin. /') +A d (sin. /' cos. /' — sin. a sin. </'cos. /') + Vcos. /sin. /' fsin. a — sin. at\ 

I M I WW' i .1." / 1 i . i 1 V t. 

2 cos. (/'cos, rsin. ^ ^ ( A /cos. d' sin. /''-J* A fi? sin. d! cos. / J 4~ ^^"cos. i'-sin. / ; ) 



iWUfc lliii»MWi ^fc» 



54 Mr. de Mendoza y Rios on the principal 

et, a tres peu pres, 

f A l (sin. <f — sin. F sin , a) , A d (sin. F~ sin. £ sin . a) 

== yr f | J a cos. <f cos.* /'* cos. M' sin. § * « 2 cos.* d' cos. ^ cos. M'siaTp 

1 1 ^ s * n - l m ( SU1 * a — sin. a') 
L ' 2 cos. d' cosJ 1 l m sin. £ * 

Par oil, en substituant sin. a = cos. 6 cos. d'cos. /'" + sin. <£' sin. /% 
et sin. M' = — sm ' a ~~ ^l! x , > il r£sulte 

2 cos. a cos. r.sin. ~ v 

« -., Pa I (tan, t -. cos, h tan. P) . A d (tan. /" — cos, h tan. J') 

m — M +<^ I — os# M » sin# *_ t f T 2 cos# M < sin.'JT 

L + <?/'" tan. /'"tan. M'. 

Formule de Thoraire ntoyen pour le calcul relatif au lieu 4e 
la plus petite hauteur. 

En considirant ces formules, on voit facilement la maniere 
dont on doit proceder pour obtenir Thoraire moyen. De Fin- 
tervalle, et de la difference en longitude entre les lieux des 
observations, on deduira t. Avec cette -quantity, et les donn^es 

du probleme, on trouvera M par 1 expression ^ — ~. — -~» 

si Ton veut faire le calcul relativement aii lieu de la plus grande 

hauteur; ou bien on trouvera M' par Fexpression sm '/~ s L"'.^ ,? 

r r 2Cos.<rcos./'"sm.§£ 

pour faire le calcul relativement au lieu de-la plus petite hauteur. 
Apres quoi, il faudra appliquer a M, ou M', les Equations con- 
venables pour avoir m. 

Les variations de la latitude, et de la d^clinaison, £tant connues 
par la nature du probleme, on pourroit calculer par les ex- 
pressions ci-dessus les Equations qui en d&rivent; mais Fhoraire 
moyen r^steroit toujours affect^ de Ferreur qui depend de 81", 
ou W", dont le d^gagement.n'est pas praticable jusqu'a la con- 
clusion de la latitude. II me paroit done preferable de laisser 
toutes les corrections pour le dernier resultat 
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sin, a — * sim a 



2 cos, d cos. / sin. § £ 



Mr. Douwes a employ^ la formula sin. M = 
pour sa methode, et le Dr. Pemberton Ta mise sous la forme 

*z~ TL/r cos. £ (0 -*. a*Y sin. 3- (</' — a) .".--,-. i i i 

sin. M = — los. ^ c os . / s ii^ 1 F — > qui est propre pour le calcul 

par les logarfthmes, sans le secours des sinus naturels. 

Apres avoir d£termin6 M, ou M', on aura (en repr&entant le 
petit horaire approch^ par H, et le grand horaire approch^ par 
H'), H == M — ft, et H # =- M'' + f t 

Avec un horaire, et la hauteur et la dMinaison correspon- 
dantes, il seroit facile de calculer la latitude par les rSgles ordi- 
naires de la Trigonomitrie Sph^rique, mais la solution du pro- 
Mdme exig6roit alors des distinctions des cas qui la rendroient 
eomplexe, et que Ton doit eviter autant que possible. Nous 
ehercherons, done, des foraruies pourarriver au r^sultat par un 
proc£d£ plus simple, et nous nous proposerons de determiner 
la distance m^ridienne du soleil au zenith d^l; ear cette 
distance une fois connue, la conclusion dek latitude est tres 
facile. 

Reprenons la formule cos. b'=z* m *' a ~ s ™* d ' *!^* etnous aurons 

x cos. a cos. I - '■ . ■ ■ 

cos. h cos. d cos. I -f sin. d sim / = sin. a, cTo& (en substi- 
tuant i — sin. v. b — cos. b), on deduit 

cos. d cos. / -f sin. d sin. / == sin. a + sin, v. b cos. d cos. /, 
et par consequent, 

cos. (i~l)= sin. a -f sin. v. b cos. d cos. / 
ou (en representant par L la latitude qui r&ulte du calcul),* 
cos. (g?~L) = sin. a + sin. v. H cos. d cos. Z". 

• En substituant dans cos. b cos. d cos, f + sim if simi = sin. *, l'expression 
cos. b zzsusimv. ^ — I, on deduiroit susin.v. b cos. d cos. /—cos. df cos. / + sin. d sin. I 
zz sin. a, et par consequent cos, (df + /) — susin.v, b cos. icos. /—sin.*. Jelaisse 
pour une autre occasion le detail des applications qu'on pourroit faire de cette formule. 
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De cette Equation on tire 

l — cos. (d~L) = l — sin. a — sin. v. H cos. d cos, Z" 
sin. v. (d<~L) = cos. v. a — sin. v. H cos. d cos. Z" 

/ i r \ I sin. v. Hcos\ d cos. /" 

sin.v. (rf~L) = cos. v.. a l 

v / \ cos. v. tf 

Premiere formule, pour calculer la distance m^rldienne du 
soleil au zenith d~L, par les sinus-verses. En faisant done 

sin.v. H cos. d cos. Z" ~v T 

= C os. N, on aura 

cos. v. a 

sin.v. (d~L) = cos. v. a sin. v. N. 
De liquation cos. (d~L)=== sin. a + sin. v. H cos. d cos./" 
on tire aussi 

i -}- cos. (d ~ L) = l + sin. a + sin. v. H cos. d cos. Z" 
susin. v. (d ~ L) = sucos.v. a -f sin.v. H cos. d cos. /" 

sin.v. H cos. d cos. I" 



susin. v. [d ~ L) = sucos. v. a ( l -f 



sucos. v* a 



Seconde formule, pour faire le calcul, par les sinus-verses. En 

r . . sin.v. H cos. d cos. I" xt ,™ «,,*.« J~~~ 

faisant = cos. N, on aura done, 

sucos. V. tf 

susin. v. (<Z~L) = sucos. v. a susin. v. N. 

Comme Tare d ~ L est touj ours moindre que 90 , .... . . 

sin.v. (d~L) sera sans exception plus petit que susin. v. (d!~L); 
et,par consequent, la premiere formule preferable a la seconde. 

De la premiere formule, on tire 

. - /7 -r x » / o 1 \ / sin. 2, 1 H cos. d cos. / 

sin/i (rf~L) = cos.'i (90 + «) (1 - cos %, (90 o +a) 



sin. a J H cos. d cos. /" 



et sin. i (<Z~L) = cos. a (90°+ a) y/i - cos ,, (9QO+ a) 
Troisieme formule. Au moyen de la quelle on pourra calculer 

1 . r . , sin.jH Vcos. dcos.T . XT 

6? ~ L par les smus ; car en faisant — cos< w 9 & + a ) === sin v JN * 
on aura sin a (<Z~L) = cos. a (90 + a) cos. N. 



Problems of Nautical Astronomy. 57 

De la seconde formule on tire 

a. /.-J- T \ • a t f 9 f \ / 1 sin. a |-H cos. d COS. /" 

cos. i (rf~L) = sin,i : C9^.+ «) (V+ sin : H(90 o + ,) 



A ' ' ■ 

, _ / 7 t \ ~*~ t ■ / o 1 \ X 1 sin.* 4 H cos. rf cos./" 

et cos. x (rf^L) = sin. f (90 + a) v^ 1 + m ^i( 9 *° + a) ' 

Quatrieme formule. ATaide de laquelle on pourra calculer 
d ~ L par les sinus et les tangentes ; car, en faisant 

sin. i Ha/ cos d cos. /" , XT T / _7 t \ s 'n.£ (oo°-4- a) 

— . B , Q — -t — = tan. N, on aura cos ^ (d^L) = — , T . 

sin.i (90 -f a) ' 2 v / cos. N 

On doit remarquer que sin.^ {d ~ L) est toujours moindre 
que cos. j- (90° -f- a), et que cos. j- (<i ~ L) est toujours plus 
grand que sin. j- (90 — {- a) ; ce qui rend la troisieme formule 
plus exacte pour le calcul que la formule quatrieme. Ce- 
pendant, comme, en faisant usage des logarithmes sinus et 
tangentes seulement, le total des operations est un peu plus 
court par le moyen de la derniere, on pourra preferer cette 
formule quandles tables qu on emploie ne contiendront pas les 
s^cantes. 

Void une autre maniere de conclure la latitude, apres avoir 
determine Tangle horaire; car, au lieu de la distance meridienne 
du soleil au zenith, on pourroit calculer la difference entre cette 
distance, et la distance au zenith correspondante a l'observation 
pres du midi, ou ce qui revient au meme, la difference entre la 
hauteur meridienne, et la plus grande hauteur observe. La for*« 
mule cos. (d~ /) = sin. a -f- sin. v. h cos. d cos. /, donne 
cos. [d ~ /) — cos. (90 — a) = sin. v. h cos. d cos. /, 
et par consequent 

s sin.i-(9o°— a-f- (dr^l) Jsin Mgo° — a—{d<^l) ]=sin.v.£cos.d'cos J 
d'ou Ton deduit 



sin. ± 



90° — a — [d ~ /) J = cos. |- (90 + #■ + (y ~ 0) 



sin. v. h cos. d cos. / sin.*i ^ cos. d cos. / 



2 sin. 4 (90°— a -f {d ~ /)) sin.f (90 — a -f (<s?~ /)) 

MDCCXCVII. I 
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ou 



sin. f (90 — a — . (d ' ^ /)) = cos. a (90 + a + {d.~l) 

sin v. y& cos. d cos. / sin. a i b cos. <£ cos. / 

2 cos. % (qJ>+ a -*{d~i)) cos. -J (90°+ a — (d ^ /)) 

Apres avoir trouy6 90 -j- a + (^ ~ /).» on d^duiroit facile- 
ment la distance m^ridienne d^L Avec cette fof mule, on 
epargneroit quelques logarithmes, mais Fensemble des opera- 
tions ne seroit pas poiir eela plus facile. Je crois done avanta- 
geux de pr£f£rer Texpression qui donne direetement d ~ /, et je 
supposerai qu'on fasse toujours le calcul par cette m£thode* 
SiTonreprend liquation cos. b f cos. d 1 cos. V = ....... 

sin. a 7 — sin. d^'sin. /',on aura,comme auparavant,eos. (d f ^l f ) = 
sin. a'-f sin. v. ti cos. d 1 cos. /', ou (en repr^sentant par L' la la- 
titude calcul^e du lieu de la plus petite hauteur), cos.(<f'~L ; ) = 
sin. a' + sin. v. H' cos. d' cos. /'". En suivant le proc6d<£ ci-dessus, 
on d^duira d'ici quatre formules pour calculer la distance m6~ 
ridienne d'^U, relative au lieu de la plus petite hauteur; 
formules qui sont analogues a celles que nous avons etablies 
pour d~L relativement au lieu de la plus grande hauteur. 

Mais, le calcul precedent 6tant fait avec des £l£mens qui ne 
sont pas rigoureusement vrais, il faut a present chercher des 
moyens pour porter le r^sultat de la m^thode jusqu'au degr6 
d'exactitude qui est n^oessaire dans la pratique de la Navigation. 
Consid^rons d'abord le calcul relativement au lieu de la plus 
grande hauteur. 

L'expression employee est 

cos. (<i~L) = sin. a -{- sin. v. H cos. d cos. /", 
oil V 1 repr^sente la latitude estimde, et H le petit horaire d&duit 
du calcul. Les erreurs de ces quantites seront toujours petites. 
On pourra done avoir recours au calcui differential pour deter- 
miner leur influence, et Ton aura 
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— $ (<i~L) sin. (d~L) 



et 



8 (d ~ L) sin. (d~L) 



d H sin. H cos, J cos. Z" 
— U" sin. v. H cos. d sin. Z" 

" d H. sin. H cos. d cos. /"+ 
^ /, cos.Hcos^sin./ / '~l/ // cos.(i.sini // 



Mais nous avons trouv6 

A / (cos* h 1 tan. /" — tan. d) 



2 cos. M sin. ~ t 

I + J /" tan. Z" tan. M 
ou, ce qui revient au meme, 

r A / (cos. H' tan. I" — tan. rf) 



mX«. «■• 



A d (cos. tf tan. df — tan. /") 



2 cos. Msin. i^ 



m = m 






A d (cos. H' tan, d — tan. /*) 
2 cos. M. sin. ~ t 



2 cos. M sin. »^ 

-f i l" tan. Z" tan. M. 
Done, en substituant, et en prenaht I" pour L (car ces quanti- 
tes ne different que de peu de chose), il resultera 



£(<*~L)=< 



*A /sin. H. cos dcos./"(tan.<f — cos.H'tan /") . Arfsin.Hcos. <f cos./''(tan./'V-.cos.H'tan. d) 



+ 



2 cos. M. sin. i t sin. (d ~ /") 
H" cos. d sin. /* (cos. M — cos. ^ *) 



2 cos. M sin. | £ sin. (d~/') 



S(d 



cos. M sin. (</ »* /") 

f A /sin. H (tan. */ — cos. H' tan. /") . A i sin. H (tan. /"—cos. H' tan. rf) 

|- v J 2 cos. M sin. i £ (tan. d ~~ tan. /") "T 2 cos. M sin. ^ / (tan. d ~ tan. /") 

I ! ^/ f (cos. M — cos. -JO 



t(d 



L ■ cos. M (tan. V cot /" — i) 

f~ A * s * n * H (tan, rfcot. /" — cos. H') . A d sin. H (cot. d tan. /"—cos. H') 
|- x J (sin. H'— .sin. H) (tan. d cot. T"Z i) » (sin. H'— sin. H) (cot. </ tan. F'~ 1 ) 

1 X ^ Z " (cos M — cos -J n 
■ cos. M (tan. <f cot. /"^ T) 

Voil& les corrections qu'on doit appliquer a la distance m£- 
ridienne du soleil au zenith d ~ L. Les m£mes corrections ont 
lieu aussi pour la latitude calculee L ; carqp<JL==<y(^~L)„ Le 
signe sup^rieur, quand le soleil passe par le quart de meridien 
ou se trouve le pole 61ev6, le signe inf&rieur dans les autres cas. 

A l'aide des expressions ci-dessus, on pourroit former des 

la 
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tables pour avoir facilement les corrections relatives aux varia- 
tions A /, A d ; ce qui seroit coftvenable pour rendre la m6thode 
g6n£rale, et tres exacte. 

A regard de la correction relative a d I", voici le precede qui 
me paroit le plus simple, etle plus exp^ditif, et par consequent 
le plus avantageux pour la pratique. On peut faire le calcul 
tant pourune latitude suppos^e V", que pour une autre latitude 
l\ de maniere que la difference entre /'", et Z" soit peu consi- 
derable. Ainsi Ton aura (en repr6sentant la latitude calcul^e 
r^sultante de /" par L, et la latitude calcul^e r^sultante de /'" 

par L') =+= $ L = — -^ — T l° s '* \ , et a tres peu pres 

A f cos. M (tan. J cot. I" ~ i) y r > 



W 



£/'" (cos. M — cos. !0 



cos. M (tan. d cot /"~ i) 

De la on tire £L : £L' : : ll'f : i V" 

par consequent (J L q* f I") : i L : : : (i V c& $ /'") : i'U 

et (cTL c*> H") ^ (JI/q* J/'"): (>L^*f) : : (iL^ JL') : :iL 

d'oii il r&mlte <M — (^^i£L£^ -^ 

a ou u results a i, _~___^~_— 

c'est-a dire * L = ^^0^. 

Expression de la correction qu'on doit appliquer a la latitude 
calcul^e L. Le signe sup^rieur, quand les deux latitudes cal- 
cul^es s'£loignent dans le meme sens des respectives latitudes 
supposes ; le signe inferieur, dans le cas contraire. 

On pourroit aussi deduire la correction qu'on doit appliquer 

a la latitude suppos^e, et l'on auroit $ Z" = 77 — ^ ~ L r ; 

x x (JLi "^ I ) C£: (JL'-W ) 

La maniere d'appliquer la correction f L, ou celle $ I", est 
£vidente, si Ton fait attention que la latitude vraie doit &tre 
comprise entre les deux latitudes supposes, ou entre les deux 
latitudes calculdes, dans tous les cas, except^ celuiou les deux 
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latitudes calculees s'eloignent dans le m£me sens des corres- 
pondantes latitudes supposees ; et que dans cette circonstance 
la latitude vraie se trouve pres de la latitude suppos£e (ou cal- 
culee) qui differe le moins de sa correspondante latitude cal- 
culee (ou suppos6e ) . 

Pour le calcul relati vement au lieu de la. petite hauteur, on 
d&duiroit aussi, par un proc_6de semblable, 



^Al sin. H'(cos. H— tan. d! cot.~ I'") . As? sin. H f (cos» H— cot. J'tan, /'") 
^sin.H / ^sia.H),(tan^ / cotJ.' ,/ ~i)"^(sin.H'---sin.H) (cot. d! tan./'"~ i) 

. l/'"(CGS.M'-^COS.4./) 



c6s;'-M ,: (tan7"d' cot~ 1"~ i ) 

Expressions auxquelles on peut appliquer ce qui vient d'etre dit 
au sujet des formules analogues que nous avons trouve pour le 
lieu de la grande hauteur. 

Apres avoir etabli les formules necessaires pour caleuler 
la latitude, nous considererons les erreurs qui peuvent influer 
dans le resultat, pour determiner les circonstances favo- 
rables a Tusage du probleme. Nous examirierons aussi, s'il 
est indifferent de faire le calcul relativement au lieu de la 
grande hauteur, ou relativera.eftt au lieu de la petite hauteur, 
ou laquelle de ces deux manieres d'operer est la preferable. 

Pour la plus grande facilite des comparaisons, nous represen- 
terons parLlalatitude calcul^e relativement a la grande hauteur, 
ouala petite hauteur, et nous empLy^rons les denominations des 
elemens vrais, en prenant aussi indistinctement $1", ou J /'". 

Liquation g£nerale qui exprime la relation entre une erreur 
commise dans la latitude suppose et Terreur resultante dans 

la latitude calcul6e, est z^^L.— - ^7^'^ h i ce qui prouve 

y ^^ cos, ra(tan. a cot./-~ i)' * r 

que Ferreur de la latitude calcuiee n'est pas fort differente, 
soit qu'on calcule pour le lieu de la grande hauteur, ou de la 
petite hauteur. 
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Comme m est plus grand ou plus petit que ~ t> selon c|u'on a 
fait les observations du meme cot6 du meridien, ou Tune avant 
et Fautre apres midi, on voit i°. Que, dans le cas ou les obser- 
vations sont de la meme espece, les erreurs de la latitude sup- 
posee, et de la latitude calcul£e ont le m£me signe, quand le so- 
leil passe par le quart du meridien ou se trouve le pole elev6 ; 
et que ces erreurs ont des signes contraires, dans toutesles autres 
circonstances. 2 . Que la r£gle inverse a lieu, quand les obser- 
vations sont de differente espece. 

Supposons qu'on ait commis une petite erreur It dans Tin- 
tervalle. On aura $m—~U—$h,et $tn-\-~n=z$b'; etenre- 

prenant sin. m = ■■ ^£i±r!i!Lf — ; et diff£rentiant, j m = . . . 

— \it cot. ■§■ t tan. m. Ainsi $ h = — \ i t tan. m cot. %t — \ J t et 
$h'=z — % It tan. m cot. \ £-f i **• 
En difterentiant liquation 

cos. (d~L) ==sin. #-fsin. v.^cos. dcos. I 
pn aura 

* j $h sin. h cos. d cos. / 

sin. (a ^ /) 

ce qui, en substituant la valeur de * £ ci-dessus, donne 

\ ^t sin # cos. d cos. / (tan. m cot. | f -f 1) 



Jut 



2L 






o Lj 



sin. (d^l) 

%$t sin. # sin. &' cos. d cos./ 
cos. m sin. -|£ sin. (d~l) 

$t sin £ sin. £' cos, rf cos. / 
(sin. a/— sin i>) sin. [d~~l) 

Ztvn.bsm.b' 



T" 



(sin £ — sm. Z>J (tan. cf — tan. /) 



"" (cosec. £-*-cosec. 6' j (tan. d ~ tan, /) 

Expression de Tinfluence de Terreur de Tintervalle, en calculant 
par la grande hauteur. 
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En diff£rentiant Inequation 

cos. (ji ~ L) = sin. a' — {- sin. v. h ' cos. d cos J 
on aura 

=p <?L = —<?// sin. h 1 eos. J cos. / ; 
ce qui, en substituant la valeur de JM ci-dessus, donnera les 
memes expressions qu'on vient de trouver pour =+= 2 L. 

On voit done, que Finfluence d'une erreur commise dans Fin- 
tervalle est lameme dans les deux manieres de faire le calcul. 

De la formule qui exprime Finfluence de Ferreur de la lati- 
tude suppos^e, on d^duit 

i°. Que, Ferreur de la latitude calculee est nulle quand une 
des hauteurs observ6es est la hauteur mdridienne. Ainsi, il con- 
vient de faire une observation pres du midi. 

2°. Que, les distances au meridien etant £gales, dans les deux 
cas, Ferreur du r^sultat sera plus petite si les deux observations 
sont de differente espece, que si elles 6toient de la meme espece. 

3°. Qu'en supposant Fhoraire moyen constant, il convient 
d'augmenter Fintervalle, quand les observations sont de la 
m£me espece, et le diminuer quand les observations sont de 
differente espece. 

4°. Qu'en supposant un horaire constant, il convient toujours 
de diminuer ['autre horaire. 

5°» Que, les circonstances les moins fa vorables pour F usage de 
la methode sont celles, ou le soleil passe par le z&nith, ou pres 
du zenith. 

De la formule qui exprime Finfluence de Ferreur de Finter- 
valle $ t, on d^duit les memes consequences, a Fexception 
d'une circonstance particuliere de la quatrieme ; car dans le cas 
des observations de la meme espece, et en supposant le petit 
horaire constant, il conviendroit sous ce rapport d'augmenter 
le grand horaire pour diminuer Ferreur de la latitude calculee. 
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On doit cependant remarquer que, quoique, en augmentant 
Fintervalle, Ton diminue influence d'une erreur supposee dans 
cet element, par un efFet de cette meme augmentation, on 
augmente aussi la probability de commettre tine erreur plus 
considerable dans la mesure du terns 6coul6. II me paroit, 
done, toutes considerations faites, qu'on peut adopter les 
regies prec6dentes g6n6ralement. 

Voyons a present quelle est Tinfluence des erreurs qu'on peut 
commettre dans les hauteurs du soleil. 

t^» t* fY*/ , • i • sio* #«-— sin. q. 

En differentiant sin. m = — ■ YT — , c/ > on aura 

2 sin. ~ teas, a cos / 
* $ a cos, a . . ^ % a cos. a 

$ m — __ — „ — • e t par consequent^ 

^rnc wicin Irrnc si r'r\c l' A A 



2cos.^2sin.|^cos.rfcos.r r * 2 cos.m sin.-|£cos.dcos./ 

_ .7 § a cos. a , „/, $ a cos. a 



OU S£ 



(sin. £'— sin. />)cos. d cos. /' 2 cos, m sin,| £ cos. c? cos. P 

$ a cos. a' 



(sin. //—sin. £) cos. d cos. / 

En differentiant liquation 

cos. (d^L) = sin. a -|~ sin. v. h cos. d cos. /, 

*Y : § a cos. a + $h s\\\.h cos. dcos. I m 

on -aura : ■ ■ :^+^. » .. jl* — ~ *—*— ,-. : _ ; . \ ,, ; ; v — y .» ^ ? 

sin. ( ci '~ % *"' & ) 

ce qui, en substituant la valeur de h trouv^e ci-dessus, donne 

▼ I a cos. asm. h f -r* • jj i> \.- " 2 

= <?L = — 7-r— n — — rr- — nr-n* Expression de 1 erreur r£~ 

^^ (sin./?'— sin. £) sin. (d~l) r 

sultante del' erreur commise dans la grande hauteur, en faisant 
le calcul relativement a cette hauteur. 
En prenant liquation 

cos, (d~L)= sin. a'-\- sin. v. i&'cos. d cos. I 

. T £ b' sin, U cos. rif cos. / - 

on aura =f » L* = ^ — 7-5 — jr— ' 

, K T la cos. tf sin. # 

et par consequent =*= * L == -^—^.^ . 

Expression de Tinfluence d'une erreur commise dans la grande 
hauteur, en calculant par la petite hauteur. 
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Llnfluence d'une erreur $a est done la mime dans les deux 
manieres de faire le calcul. 

Si Ton suppose une erreur i a' dans la petite hauteur, on trou- 

vera aussi, en suivant le meme procede, =p f L = 7-r— ? — . , s . , , A 

5 r ' (sm.&^ sin.£)sin.(4~w) 

pour Fexpression de Ferreur du r&sultat, soit qu'on fasse le 
calcul par la grande hauteur, ou par la petite hauteur. 

En supposant la meme erreur dans les deux hauteurs, on 
voit que Ferreur resultante de la grande hauteur, est a Fer- 
reur resultante de la petite hauteur, comme cos. a sin. b' 9 a 
cos. a' sin.;&, ou (parceque nous avons represent! par e Fazimuth 
correspondant a a, et par /Fazimuth correspondant a a', et 

. lr ., cos. d sin. h . cos dfsin £' ,\ 

considerant que — r- — = cos. a et — : — r— = cos. a 9 ) comme 

* sin. e sin. e ' 

sin. e\ a sin. e. Ainsi, Finfluence d'une erreur supposee dans 
les deux hauteurs sera en raison inverse des sinus des azimuths. 

■•*■ e+ »' t « _ cos — ( a -4-#') sm* — t & r ~« cfi * 

Laformule sin.M= — 44r — j , est une equation 

sin, ±* cos. d cos./ ^ 

de condition, qui suppose que la d^clinaison du soleil et la la~ 
titude geographique sont les memes pour les deux observations. 
Nous avons dolme des formules pour corriger le r£sultat des 
erreurs qui d£rivent de cette fausse supposition dans tous les 
cas du probleme ; et ces corrections pourront se trouver fa- 
cilement a Faide des expressions etablies reduites en tables, 
Au defaut de ces moyens, on pourra r^duire une des hauteurs 
a celle qu'on auroit observe dans le lieu oh Yon a observe 
Fautre, comme on le pratique ordinairement dans la methode de 
Douwes. Mais, quoique Fidentit6 des deux latitudes ait lieu 
alors, on n'evite pas pour cela Ferreur resultante du changement 
en declinaison. II s'agit a present d'examiner Finfluence de 
chacune de ces causes. 
MDCcxcv.11. K 
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La correction qu'on doit appliquer a la distance m&ridienne, 
ou a la latitude calcul^e, en raison de la variation de la 

* ... t , A /sin. h (tan. i cot, l—cos.b') % * .:.. ^ ' * 

latitude est = —. — Tl — : ■ , w#> — ■ ■ . ' en calculant par la 

(sin.,/? — sin. b) (tan. a cot. l~i) 7 r 

grande hauteur. Par consequent, Terreur qu'on commettra, 
en n^gligeant cette correction, sera! nulle, ou n^gligeable, quand 
on aura fait une observation a midi, ou tres pres du midi. 

La mSme erreur sera aussi nulle, quand Observation de la 
petite hauteur aura 6t€ faite dans le premier vertical, car alors 
tan. d cot. / = cos, ti. 

En faisant le calcul par la petite hauteur la correction qu'on 

, .. -t. , . A /sin. //(cos.i>-^tan. 6? cot. /) t> > 

doit appliquer est == " .. ' : , Wt . — r—- , -~ . L erreur qu on 

rr i (smJ — sin,/>)(tan. acot. /— i) ^ 

commettra, en la negligeant, ne sera done pas nulle dans les cir- 
constances generates du probleme ; car U aura ordinairement 
une valeur considerable, et Pegalit6 cos. h = tan, d cot. / n'aura 
pas lieu quand on fera Observation de la grande hauteur pres 
du midi/ 

L'erreur qui r^sulte de negliger la variation de la d^clinai- 

Adsin. h (cot. d tan, /-— cos.ti) ^ i i \». ^^« i _. * 

son est = , . -\ , w — : r— ; , en calculant par la grande 

(sin.//— sin. />) (cot. e?tan./~i) . „ * ° ; 

hauteur ; et cette erreur sera nulle, ou negligeable, quand une 
des observations aura et6 faite a midi, ou pres du midi. 

La meme erreur deviendra aussi nulle quand Tangle paral- 
lactique, ou de variation* a Tinstant de 1' observation de la petite 
hauteur, sera droit ; car alors cot. d tan. / = cos. //. 

L'erreur du resultat, en calculant par la petite hauteur, est 

Adsin.&'(cos, h— cot. <?tan. /) -,-> N -,> -., .>, 

= —. — r, — r , w — r: — -r-A. Par ou 1 on voit, que cette erreur 

(sin. jb'—sin. b) (cot. d tan. l^i) * 

sera plus grande que la prec^dente dans les circonstances ge- 
nerates du probleme. 

Ces reflexions rendent preferable le calcul, relativement a 
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la grande hauteur. Elles prouvent aussi, que, quand on aura 
pris une hauteur pres du midi (ce qu 'il eonvient de faire dans 
tous les cas possibles), on pourra se dispenser de reduire Tune 
des deux hauteurs a celle quon auroit observe dans le lieu ou 
Ton observa Fautre. 

Par la m6me raison, quand on employera la m^thode de cor^ 
riger une des hauteurs, on pourra etablir eomme principe ge- 
neral, qu'on r^duise la petite hauteur a celle qui conviendroit 
au lieu ou Ton a observe Fautre; carles circonstances qui pour- 
roient le modifier ne sont pas assez importantes pour passer 
par Finconvenient de compliquer avec des exceptions les regies 
de la pratique. Cependant, pour examiner toutes les circons- 
tances de cette solution du probleme, nous d^terminerons 
les erreurs qui r^sultent dans la hauteur reduite, des erreursi 
qui peuvent affecter les elemens qu'on emploie dans la re- 
duction. 

Supposons la distance directe entre les lieux des deux ob- 
servations = n, Tangle form£ par Fazimuth du soleil et Faire 
de vent qui conduit du lieu de la grande hauteur au lieu de 
Fautre = r, etFangle forme par Fazimuth et Faire de vent dans 
le lieu de la petite hauteur = r. On aura n cos. r pour la re- 
duction de la grande hauteur, et n cos. r f pour la reduction de 
la petite hauteur. 

En supposant une certaine erreur dans la meaure de Faire 
de vent, on aura pour les erreurs r^stiltantes la, <5V dans les 
hauteurs, $ a = — $ r n sin. r, et 4 a' = — • $ r r n sin. r. Mais 
(en representant Ferreur de la latitude calculee par <? I/, quand 
on opere relativement a la petite hauteur), on a trouve ci~de- 

, * T $acos.asm;b' , m- / fra'cos. a' sin. h 

Vant $ L = 7-: — p : — rr-~-~~7-r — jr 9 et $ L' 



(sin. h' — * sin.b) sin. (tf ~ /) y ' (sin,// — sin.. A) s'm*. (d^l) 

K 2 
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Done, en substituant les expressions; pr^cedentes, on dMuira 

$ L : i L' : : Srn sin. r cos. a sin. h l : §r' n sin r' cos. a' sin. h 
et (parceque Fon suppose $ r = J r') 

<JL : ■ ^L' : : sin. r sin.'e' : sin. r' sin. £. 

Les erreurs qu'on doit craindre de Fusage du Compas dana 
les observations des azimuths sont comme les tangentes des 
hauteurs du soleil (voyez le Memoire de M. Bquguer, sur 
les meilleurs moyens d'observer en mer la declinaison mag- 
netique; Prix de VAcademie des Sciences de Paris pour 1731). 
Faisons done, pour ce cas, j r = B tan. a y et i r! = B tan. a\ 
Par consequent t a = Sr n sin. r = n B tan. a sin r, et J.a' 
= $r f n sin. r' = n B tan* a' sin. r'; et, en substituant ce& ex- 
pressions dans les formules ci-dessus > on deduira 
* L : i L ; : : n B tan. # cos. a sin. r sin, h':nB tan. ' cos. #' sin. r f sin. & 
et * L : -i L' : : sin. a sin. r sin. h 1 : sin. a' sin. r' sin. £. 

Pour determiner Finfluence d'une erreur commise dans la 
distance directe, on a $ a = i n cos. r, et J a 7 = -i n cos. r ; ; et 
par consequent, en substituant dans les formules ci-dessus, t 
* L : S L : : . i n cos. r cos. a sin. £' : t n cos. r' cos. a 1 sin, A 
e'est-a-dire J L : £ L' : : cos. r sin. V : cos. r' sin. £. 

II convient ici de faire une reflexion, par laquelle je termi- 
nerai cet article. Les formules que nous avons trouve pour 
exprimer Finfluence des erreurs sont relatives au r£suitat qu on 
obtient par le calcul d'une latitude supposee. Mais, quand par 
la methode ci-dessus, ou park repetition du calcul, ou par 
quelque autre procede, on procure Fidentite de la latitude sup- 
posee et de la latitude cakuiee, le cas est different, et les equa- 
tions etablies ne sauroient donner la valeur exacte de Ferreur 
du resultat. Si une des donnees du probleme est fausse, on 
sent, que par la nature de ces especes de methodes, il faudra 
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employer aussi une latitude fausse pour compenser cet effet, et 
la faire convenir avec la latitude calculee. G6n6ralement par* 
lant, on pourroit dire que quand les circonstances seront favor- 
ables pour diminuer l'influence de l'erreur de la donnee, Terreur 
dans la latitude suppos^e n£cessaire pour produire Tidentit£ sera 
aussi moins considerable ; mais Texpression juste ne sera pasr 
celle que nous avons d6duite. Pour trouver les formules qui 
convienent alors, on devroit suivre un autre proc£d£, dont je vais 
donner un exemple, en consid^rant Ferreur de Tintervalle. 

I/erreur de la latitude calculee composee de celles qu'on peut 
attribuer a Fintervalle, et a la latitude suppos<£e, est 

*y $1" (cos, m — cos. -| t\ 1 ' & t sin. h sin. $ 

* nr\c *w /fori s1> ff\t 1 -^ . I V 1 



cos. m (tan. d cot. / — i ) ' z cos m sin, \ t (tan. d ~ tan. /) * 

Mais, pour faire convenir la latitude calculee avec la latitude 
suppos£e, il faut que $L soit = H", done 

1 tt 37" fan. / (cos. m — . cos. \ t) . frt sin. b sm,b l 

*"*"" '" cos. w (tan. d — tan. /) ■ 2 cos. m sin. f £ (tan. d ~ tan. '/)* 

Par consequent, 

qp 2^/ v cos.msin.|^ (tan.dK'tanJ)— .2 W tan. /sin.f / (cos. w— cos. ±t)—$t sin. A sin.# 

e'est-a-dire 

z £/"cos. m sin. f t (tan. / — tan. rf) — 2 J 2" tan. / sin. \ t (cos. m— cos.f == sin, & sin.&'' 

d'011 Ton d^duit f I 11 = > * sin, *. sin. V 

I sm. £ — 2 tan. 

OU J/" » * sin. 4 sin. * 



tan. / sin. £ — . 2 tan. d cos. m sin. | £ 



// 



tan. / (sin. H cos. b — cos. # sin. b) — tan. d (sin. #— sin. &,). 



etfinalement $l"~ * 



tan. / (cot. b — cot. £') — tan. d (cosec /b — cosec. b') 

Expressions egales a celles qu'on trouve pour la methode directe. 
Nous reraarquefons, au reste, que les Equations relatives a 
A d, et A /, qui sont celles qu'on doit employer d'une maniere 
absolue, pourront etre appliquees immediatement au resultat 
du calcul fait par chaque supposition separement 
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Methode i?idirecte, en dMuisant premierement le plus grand 

Angle horaire. 

Avec la latitude estimee, et les autres donn^es relatives au 
lieu de la petite hauteur, on calculera le grand angle horaire 
(que nous repr&senterons par H'), par 1'une des formules 
suivantes ( Voyez ci-apres la demonstration de ces~ formules), 

Qin v U/_ I ™- *■(&+ *"+ d) sin, .j, (D + /' "- a) 
bin. v. n _ cos. r sin. D' 

TT/ V susin.v. (D'-f /"'-|~ a') sin. v. (D'-j- l'"—a) 

sin. V. H'= X - n/ — — — 

cos. /"' sin, D' 

j tt, y Aos. £ (D '+ / w + <Q sin.^ (D'-f. / w — a) 

Sin* -r- Jul — — \X «— — , ta^ ' 

2 ^ cos. F sin. D 

ou par toute autre formule de celles que fournit la Trigone- 
m£trie Sph&rique pour le calcul de Tangle horaire. Et Ton 
d£duira le petit angle horaire H == H' ~ t. 

Apres avoir determine le petit horaire, on conclura la distance 
m&ridienne du soleil au zenith, et la latitude, par le moyen des 
formules que nous avons 6tabli pour la meme operation dans 
la methode prec^dente, en employant les donndes relatives au 
lieu de la grande hauteur. 

. On pourra aussi trouver la latitude exacte, en faisant le calcul 
de cette methode avec des latitudes supposes un peu diff&rentes 
des latitudes estimees, imitant le procedd x que nous avons ex~ 
plique ci-dessus. 

Apres avoir consid6r6 avec tant de detail la methode qui 
pr£c6de, nous ne ferons qu'indiquer les formules qu'on pourra 
tirer des Equations fondamentales de celle que nous avons a 
present sous les yeux, en y ajoutant seulement quelques re- 
flexions g6n6rales. 
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On aura, pour exprimer la relation entre Ferreur de la latitude 
estimee et Ferreur resultante dans la latitude calcul<§e, 

• * j £/''' (si n. H — sin. t — tan. d cot. /".sin. H) 



sin. H' (tan. d cot. /" ~ i ) . 
* T _ £ /" ( 2 sin. 4 H cos. 4 (HP + 0: - tan. d cot V sin. H ) 

I Q X_^4 — ■•-■ — . ———————— ———— _ — * ,„.,-,.. ,,., n ». . m t A | . mm imiiii |||< n 

sin. H'-(tan. d cot. /"'<-*/ i) 

On voit par cette expression, que Ferreur du resultat est 
nulle, ou tres petite, quand on observe la grande hauteur a 
midi, ou pres du midi 

De la meme formule on peut d^duire les circonstances qui 
sont avantageuses pour que la latitude calcul<§e s'approche de 
la latitude vraie ; mais je ne in arreterai pas, a present, a les 
£noneer particulierement. 

Si Fon suppose une erreur ^t dans Fihtervalle, on trou- 
vera que Ferreur r^ultante dans la latitude calculee est 

=p:.£L = — d s ™\ - r Cette erreur sera done nulle, quand on 

a observe une hauteur a midi. Et Finfluence d' une erreur 
suppos^e dans Fintervalle sera la meme, quels que soient 
Fintervalle, et la distance a midi de Fobservation de la petite 
hauteur. 

1/erreur resultante d'une erreur $ a suppos^e dans la grande 

hauteur est z^$L — ~J^~. 

sin. (d ~»< I) 

Et Ferreur resultante d'une erreur <5V suppos£e dans la pe- 
tite hauteur 

jsy £#'cos. a'sin, h 

sin. b sin. (a ~ I) 

Si Fon fait le calcul de la distance m^ridienne avec la latitude 
du lieu ou Fon a observe la petite hauteur, au lieu ^'employer 
la latitude correspondante a Fautre hauteur, on commettra une 

« £ T A I sin * v * ^ sin * ^ cos d A I s * n ' v * b 

sm. (d — /) tan. d cot. / ~ i 
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Et si Ton fait le calcul de la distance m6ridienne avec la d£- 
clinaison correspondante a la petite hauteur, on commettra une 

* T A d sin. v. h cos. / sin. d Ad sin. v. b 

erreur =+= d L = r— — — jr = ■■ — — - • 

■ sin. (a ~~> I) cot. a tan. / — i 



Quand on aura pris une hauteur pres du midi, on pourra 
done faire tout le calcul, en employant la latitude et la decli- 
naison correspondantes a la petite hauteur; et le resultat don- 
nera avec assez d'exactitude la latitude du lieu ou Ton a observe 
la grande hauteur. 

Je dois rappeller ici la derniere reflexion que nous avons 
faite par rapport a la methode prec^dente, car elle a lieu egale- 
ment pour celle-ci. Pour un plus grand eclaircissement, de- 
duisons la relation entre Ferreur du resultat, et une erreur sup- 
pos6e dans l'intervalle, quand on procure Fidentit6 de la latitude 
estim^e, et de la latitude calculee, en employant les formules 
de la pr^sente solution. 

On aura 

kt £/"(sin. £'-- . sin. t — tan. d cot. I sin. h) , £ t sin. h 

^^ sin. b ^ (tan. d cot. / ~ i) * tan. c?-^ tan. / 

D'ou, parceque <$X = H", on deduira 

hP Wsin. b' (tan. df ~ tan. /) — $1" taxi. I (sin. Z>'~ sin. £-~ tan.d cot. / sin.b) zz ££sin.i>sin. b' 
et — £ /" tan. rf sin. £' + £7" tan. / sin. t -|~ £ /""tan. d sin. £ — £ t sin. £ sin. £' 






H" 



$t sin. b sin. ib' 



tan. / sin. t -f- tan. d (sin. b — - sin. £') 

$t sin. £ sin. # 



tan. / (sin. //cos. h — cos. b' sin. £) — tan. d (sin. £' — sin. b) 



tan. / (cot. b — cot. b') — tan. d (cosec. b — cosec. b') 

Expressions 6gales a celles que nous avons trouve par les 
formules des deux methodes pr£c6dentes. 
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Methodes indirectes par des Equations relatives a VIntervalle. 

Avec les latitudes estim^es, et les donn^es du probleme, on 
pourra calculer le grand angle horaire (ou celui qui r6pond 
a la petite hauteur), et le petit horaire (ou celui qui r^pond a 
la grande hauteur). En comparant Tintervalle mesure par la 
montre avec Tintervalle qui r£sulte de ces horaires, on aura 
une difference St; et de-la on determinera 1'equation qu'on 
doit appliquer a la latitude suppos^e, en employant la formule 

*" == tan. /" (cot. h - cot. h') — tan. d (cosec. h - cosec. ¥)' ^ U1 se r ^ dult a 

* i tr %t sm.h sin, h' ^ ^ 

* * -* tan. /" sin. (tf - /?) — 2 tan. d sin.£ (tf — /b) cos. a (tf -f £)> 0U toute 

autre formule qui donne la relation entre $ t, et i I". 

Voici une autre m^thode qui me paroit preferable. Faites 
le calcul du petit horaire avec deux latitudes supposees L, L' 
qui ne different pas beaucoup de la latitude estimee /" du lieu 
ou Ton a observe la grande hauteur; et appellons les horaires b, 
K. Faites aussi le calcul du grand horaire avec deux latitudes 
supposes qui s'eloignent de la latitude /'", ou Ton a observe la. 
petite hauteur, de la meme quantity et dans le meme sens que 
L, L' de V 1 ; et appellons ces horaires h', K'. En repr^sentant 

* Mon savant ami le Dr. Maskelyne a publie depuis tres long terns une autre- 
formule qui determine cette relation en termes des azimuths. En representant par P 
Pangle forme par les vcrticaux de Pastre aux instants des observations, il trouve 

t. ... $t cos. / sin. t sin. e' XT ' , ,„. ., it . , . 

£ I" -. _- . Notre auteur a deduit cette expression par le moyen des ana- 

logies differentielles. Je Pai demontree d'une autre maniere dans mon Memoire insere 
dans la Connohsance des Terns pour i7g$. 

La meme formule a ete consultee pour etablir les regies donnees, premierement dans 
le British Mariner's Guide, et copiees depuis dans les Requisite Tables, et dans d'autres 
ouvrages, pour choisir les circonstances qui conviennent a Pusage de la methode de 
Douwes. 

MDCCXCVlL 
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par t lmtervalle qui r&ulte de la comparison de b, et K, par 
V Tintervalle qui r^sulte de la comparaison de b', et It', et par 
T Tintervalle mesur£ par la montre, on aura $ L : $ L' : : -f t : ft' 

et par consequent J L = jf^rjf — 

qui se reduit a $ L = - — — ^77^ — - 

C'est liquation qu'on doit appliquer a la latitude suppos^e L, 
La latitude vraie sera comprise, ou non, entre les deux latitudes 
supposes, selon que les deux intervalles calculus diflfereront de 
l'intervalle observe dans des sens opposes, ou dans le m£me 
sens. Et dans le dernier cas, la latitude vraie sera plus pres de 
la latitude suppos^e dont Fintervalle correspondant diflferera le 
moins de celui que donne la montre. 

Toutes les solutions par des Equations relatives a Tintervalle 
ont, cependant, un grand inconvenient ; car elles supposent 
qu'011 connoisse a quel cot6 du m^ridien appartient la plus 
grande hauteur. Et, comme ce cas douteux arrive precis^ment 
quand on a observe pres du midi, c'est-a-dire, dans les circon- 
stances les plus favorables pour Fexactitude du resultat, je ne 
crois pas qu'on puisse adopter dans la pratique ces sortes de 
proc6d£s, surtout, quand on possede d'autres methodes, qui 
r&inissent toutes les propri6t6s r£quises. 

La Latitude du Lieu, ainsi que la Hauteur, et la De- 
clinaison d'un Astre etant donnees, trouver son Angle 
horaire. 
La Trigonom&rie SpMrique donne 

r sin. a -<-, sin. d sin. / 

COS. D cos # d cos. I 

par consequent 

7 sin. a — sin. d sin. I 

sm.v. b = 1 tZTZTi — 
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„ 7 cos. d cos. I 4- sin. ^ sin. / — . sin. a 

sin. v. b = , ■ — 7 

cos. a cos. / 

7 cos. (d ~ I) — . sin.tf 

Sin. V. tf = ^ H "1 — 

cos. a cos. / 

c :„ v L cos, (j 21 — cos, (90°-, g) 

cos, a cos. / 

sin v £ = 2sin ^(9 oO -^^-(^-0)si"'4-(9° o -^-(^-0 ) 

cos. rf cos. / 

Expression propre pour employer les logarithmes sinus-verses, 
et ceux des doubles-sinus. 
On a aussi 

M «— — — ■ ■ 11 I II illll ■ m il W ill 11 III , Ill m il .■■■II, H I IIPIIH.IIIW . 

cAyy xr L _ V COS.V. (tf- (d-/))-COS.V. («+ (rf-/)) 

feill.V. FJ -.■■» . " ii " "' - I.. " ' ■- „„ .,.,.,., . 11 1 . ... ... .i.. ■ • ■ ' 

cos. a cos. / 

Pour employer, les logarithmes sinus et tangentes, on deduit 

Sin. - i> = \/ / s }^l {9°°- a ± (*~l)) sin.£ (90 -. g -. (<*~l)) 

2 cos. J COS. I 

Cette formule, et ravant-derniere, ont un avantage assez 
considerable, quand on emploie des tables, comme celles de 
Sherwin et de Gardiner, ou il faut prendre des parties pro- 
portionelles ; car elles sont additives pour les sinus et les s6- 
cantes, et par consequent on peut les mettre au dessous des 
logarithmes correspondants aux arguments les plus proches, 
et faire ensuite urie addition de tous ces nombres. 

En employant les tables de Taylor, le calcul seroit un peu 
plus court par la formule suivante. 

s [ n jl fa _ y /cos. \ (90° -j- a Hh (d~ I)) cos~(90 ° -j~ a~- (d ~ I)) 

cos. d cos. I 

Si Ton substitue Texpression de la distance polaire D, au lieu 
de go ~ d, on aura 

■ :„ 1 £ j/ cos..j (D -f- I + a)lhui (D -f \ — a) 

2 ^ cos. / sin. D 

Celle-ci est la formule de M. de Borda, qu'on trouve dans 
diff&rens ouvrages. 
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La Latitude geographique, ainsi que la Declinaison, et 
V Angle horaire d'un Astre etant donnes, trouver sa 
Hauteur. 

Nous avons trouv6 

cos. (d ~ I) = sin. a + sin. v, h cos. d cos. I 
Par consequent 

sin. a = cos. [d ~ 7) — sin. v. h cos. d cos. I 

. . / ? 7\ / sin. v. h cos. d cos./ 

et sm. a = cos. (d ~ I) ( i CM . {d „- t) 

En faisant'donc s ' m - yb ™' d ™ s - 1 — s in. v. N, on aura 

cos. (a ~ /) 

sin. a = cos. {d ^l) cos. N. 

Et Ton voit, que quand sin. v. N est plus grand que le rayon, 
Fastre est sous Thorizon, et la hauteur calcul^e est negative. 
Nous avons trouv6 aussi 

sin.v. (d ~ /) = cos. v. a — sin. v, £ cos. d cos. / 
Par consequent 

sin> a |- (d ~ /) = cos. 4 i(90 4- a) ~ sin.*|& cos. <i cos. / 

r/ o, \ * r/1 7\ S * $hu z ~ h cos. d cos* I 

et cos. i (90 + a) = sm.i {d ~ /) v^ 1 + sin ,. |(rf ^^ - 
En faisant done !lli4±^^EI = tan. N, on aura 

sm. \ (d ~ I) 

t / 01 \ sin, |- (d ~ I) 

COS. i (90 + fl) = — "N -1 " 

De liquation etablie ci-dessus relative a susin.v. (d <*~ I) on 
tire egalement 

susin. v. (d ~ /) = sucos. v. a.-+ sinu v « ^ cos. d cos. / 
cps*±'(d ~ /) = sin.*i.(90° + a) ~f sin. a |- & cos. d cos. £ 

sin. \ (90 + a) = cos. 1(^0/1- -cos', i (*-/■)[ 
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En faisant done sin " ib ^ d ?"• l = cos. N, on aura 

cos. f [d ~ /) 7 

sin. I (90°-f a) = cos. •§- (d ^ /) cos. N. 

Cette formule est plus commode pour la pratique que la pre- 
cedent^ relative a cos. \ (go* -\*.a). Et toutes les deux sont 
propres pour faire le calcul par les tables des logarithmes sinus 
et tangentes. 

SECONDE PARTIK 

La Distance apparente de la Lune an Soldi, ou a une 
Etoile, et les Hauteurs des deux Astres etant donnees, 
trouver leur Distance corrigee des Ejfets de la Refrac- 
tion et de la Parallaxe* 

Les mesures prises par le Bureau des Longitudes de la Grande 
Bretagne, pour faire calculer et publier un Almanach Nautique, 
avec les distances de la lune au soleil, et a plusieurs 6toiles, for- 
ment une ipoque remarquable dans Thistoire de la Navigation, 
et Tutilite reconnue de cet etablissement fait un grand honneur 
a la nation qui a fourni par la des moyens de suretd auxNavi- 
gateurs de tout le Monde. Quand ces Ephemerides eurent an- 
nonc£ les Clemens necessaires avec assez d'anticipation et d'exae- 
titude, il devint important de trouver des formules propres pour 
abr^ger la reduction des distances lunaires apparentes, afin de les 
d^gager des effets de la refraction et de la parallaxe. L'Abbe de 

* La grande utilite de ce probl£me a engage un grand nombre de geometres et 
d'astronornes a s'en occuper, et l'on doit des solutions al'Abbe de la Caille, au Dr* 
Mask elyne, au grand Eu le r, a M . p e Bor d a, a M. Le x e l l, a M. d e l a G r a n g e, 
a M. Fuss, a M. Krafft, a Sec. Sec. Sec. J'ai eu la curiosite de suivre les progres 
de ces recherches, mais Phistoire en est trop longue pour l'inserer ici, et je dois 
femettre a une autre occasion. 
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la CAiLLRavoit donne une methode d'approximation ; mais elle 
se borne aux equations qui dependent des premieres dimen- 
sions, ce qui n'est pas assez exact pour la pratique. Le Or. 
Maskelyne, a qui TAstronomie Nautique a taht d'obliga- 
tions, est le premier qui a perfection^ la solution approch6e, 
en la poussant jusqu'a Texactitude, et en inventant des formules 
pour abr6ger les operations numeriques. On a donne depuis 
difFerentes formes aux expressions des corrections qu'on doit 
appliquer a la distance observee ; mais le desir de produire des 
nouveaut^s s'est souvent empar6 des person nes qui manquoient 
de tact et de principes, et on les a vu etaler a ce sujet des 
regies fausses ou inexactes, qui quelquefois ont seduit les Pilotes. 
Tous ceux qui culti vent Y etude de la Navigation v ont sans doute 
rencontre des cas pareils, et se sont vu forces quelques fois 
d'examiner ces idees empiriques. Quant a moi, le regret du 
terns que j'ai perdu a considerer. chaque solution particuliere 
qui ■m'a tomb6 sous les mains, m'a fait penser a la fin -a eta- 
blir :des formules generates qui pu^sent servir de modele, ou 
de termes de comparaison, pour determiner si une m^thode 
quelconque est vraie, ou 1 fausse, oubien a quel .point elle est 
exacte. Ce projet m'a premiereinent engagd dans 1'analyssde 
la solution par approximation ; et c'est aussi sous ce point de yue 
principal que j'ai redige cet article demes Recherches. 

On a aussi ehereh<§ des m^thodes directes pour r^soudre ce 
probleme. Mr. Dunthorne en publia une de cette espepedans 
les Requisite Tables de 1767; f mais,ses qp&ratipns exigent 
Fusage combine des nombres naturels et artificiels. M. x>e 
Borda estle premier a qui Ton est redevable d'un proc6d6 di- 
rect pour faire ce calcul par le seul moyen des logarithmes. 
On a depuis propose quelques autres m6thodes ; mais ne ppu- 
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vant pas les detailler ici, je me contenterai de faire ci-apres 
mention des principales. 

Je dois remarquer, que je me suis borri& aux expressions qu'on 
peut calculer, sdit par les logafithmes, soit par les nombres na- 
turels, et que je ne me suis pas oeeup6 de eelles dorit les op^ 
rations exigeroient la combinaison de ees deux inoyens de calcuL 

Je doftnerai d'abord la th^orie g£n£rale des methodes directes, 
et je m'occuperai ensuite de Tanalyse des solutions par approxi- 
mation. 

Soient, pour cette Seconde Partie, a la hauteur, appafente, et 
A la hauteur vraie de la lune, h la hauteur apparente, et H la 
hauteur vraie du soleil, ou de Tetoile, d la distance apparente, 
et D la distance vraie des deux astres. 



'Methodes Direetes. 

En representant par Z Tangle au zenith, form6 par les ver- 
ticaux des deux astres, et consi&rant le triangle fornix par la 
distance, et les complements des hauteurs apparent^, on aura 

cos. D = cos. Z cos. A cos. H + sin. A sin. H 
Et consid£rant le triangle form6 par les Clemens vrais 

Zcos. d — sin.a sin. h 
— —_ -_ , 

cos. a cos. h 

Par consequent, en substituant cette expression dans la pre- 
miere equation, on d6duira 

"«~*. * ■» . • *» x CO'? J\ cos H 

cos. D = (cos. d — sm, a sin. b) — '— — '— 4- sin. A sin. H. 

^ J COS. d COS. O " 

Voila repression g6n6ralede la relation entre la distance vraie 
et les donn^es du probleme. 11 s'agit de chercher des formules 
propres pour Tusage des Ibgarithtries, du d&s noitfKres haturels* 
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La quantity sin. a sin. best = — cos. (a ■+•#) -fcos. a cos. b, 
ou bien —cos.(a^h)— cos. a cos. b. On pourra, done, substituer 
Fune ou Tautre de ces expressions ; et de-la r^sultent deux suites 
de transformations de liquation fondamentale, la premiere par 
les sommes, la seconde par les differences, De chaque Equation 
de cos. D on peut aussi conclure une valeur de sin. v. D, et une 
valeur correspondante de susin. v. D ; car sin. v. D = 1 — cos. D, 
et susin. v. D= 1 -\- cos. D; et de cette maniere les solutions 
se ramifient encore en deux autres branches. Nous suivrons 
cette marche pour parveniraux formules que nous cherchons. 

En substituant la premiere expression sin. a sin. b = 
— cos. (a + b) + cos. a cos. b, on aura, par les sommes, 

cos.D=(cos, d-f cos.(a-\-b) — cos.acos.^j^^~^4: s i n - Asin.H. 



cos. 



cos.D= cos. d-\-cos.(a+b) \ — : 4"- cos -Acos.H4-sin.Asin.H. 

\ • v i / 1 cos, a cos. b l 

cos.D==[cos.^+cos.(a+/j))~^^ — cos.(A+H) 

cos.D=2cos.i(^+a-f^)cos.i(^~(a+^))^^ s : J — cos.(A+H) 

Par consequent 

ire Formule. 

_ _,, ,. ../, , , ,.\cos.Acos.H/ COS. (A-fH) "v 

En faisant, done, 

cos -< A + H) - . — . — - = sin. v. N. 



cos. A cos. H 



2cos.i{d+a+b)cos.i(d~(a+b)) cQ&aco ^ h 

on aura 

,. /. ' , , t\\ cos. A. cos.H _ xt 

cos.D==»cos.i(i+tf+i)cos.i^(a+A)) sr ~ ri cos.N. 
La presente methode exige quelques modifications, car 
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cos. f A + H) change de signe quand A + H excede oo°. 
Mais j. „e m'a^terai pas a dealer les distinctions des 

cas qu'on devroit faire dans cette formule, et dans quelques 
unes de celles qui y d6rivent, car cette seule circonstance suffit 
pour les abandonner dans la pratique. 

De Fexpression pr^cddente de cos. D on tire 

sin.v.D;^usin.v.(A+H)^ 

Cette Equation fournit les trois formules suivantes. 



vine Formule. 
En faisant 

2 cos.i (rf «f # + h) cos. f I tf ~ [a + A) ] 73T7^FT == susm * v - N 
ou bien, 

v/o^^^ = cos. N' 

on aura sin.v.D== v /'sin.v. (N+A-fH) sin.v. JN— (A-J-H)] 
ou sin.v. D = 2 sin. (N'+iCA + H)) sin. (N'~ £(A + H)) 

gme Formule. 
En faisant 

ou bien, 

v^cos.i(^4- a + ^) cos -i(^~(^+^)j C cos S cos* t — s i n -^' 

on aura sin.v. Drrrv/susin.v. (-N-f-A+H) susin.v. (N~( A-f-H) ] 

ou sin.v. D = 2cos. JN'+f(A+H)J cos. (N'~|(A-{-H)) 
mdccxcvii. M 
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/^ne Formule. 

Liquation pr£c6dente se r6duit a 
sin.v.D = susin.v. (A+H) (i ,^-t(^+*)^l(^(^*))^Aca,^ 

v ' J \ susin.v. (A + H) cos.tf cos. b 

En faisant, done, *™W+'+b)™M*~l<+>))™-A«»-n ssscOB -N 

susm.v. (A -{- H) cos. a cos. 

on aura sin. v. D = susin. v. (A + H) sin. v. N. 

gme Formule. 

De la meme expression de cos. D on d^duit aussi 

susin.v.D=sin.v.(A+H)+2cos.^ 

susin.v.D=sin.v.(A+H) (i + ifffiiJ^ 

x l ' \ y sin. v. (A -f H) Cos. a cos. h ^ / 

En feisant, done, >™-UJ+«+b)co S . i ( d ~ { a +b) )cos.Acos.H _ N 

sin. v. (A-f H) cos. # cos. £ 

on aura susin.v. D = sin.v. (A-f H) susin.v. N. 
Je remarquerai ici, qu'on pourroit substituer dans les formules 

de ces m^thodes \/ susin.v. (d-\-a-\-b) susin.v. (rf~(a+^))» 
a la place de 2 cos. i [d -f a + A) cos. -i (d~ (a -f ^))> pour 

employer les susinus-verses au lieu des cosinus. 

En substituant la seconde expression cos. ( a ~£ ) — cos. acos.h 
= sin. a sin. A, dans la formule fondamentale, on aura par les 
differences 

cos. D= f cos. d — cos. ( a^h) 4- cos. a cos. h cos ', +sin. Asin. H 

V v / t / cos. # cos. & ■ 



casJD=[cos.d~ cos. (#~£) ) — — c ^ ir 4- cos. ( A~ H) 

\ v / 1 cos. # cos. b * v / _ 

cos.D=cos.(A~H)~2sin.§(^+(^~^)lsin4(^— (a~#) 



cos. A cos. H 
cos. a cos. b 



A cos. H 
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Par consequent : 

6me Forntule. 

cos. D=cos. (A~H) ( i „*™*{*+i'~y™*{*-l^>))«»- 

v J \ cos. (A<^H) CQ$*azo$ib 

Enfaisant,donc/ sin| ^ +( ^ & / ) ^^- (a ~ &) j cos - Acos - H ==sin.v.N 

cos. (A^H) cos. a cos. b 

on aura cos. D = cos. ( A~HJ cos. N. 

Et D sera plus grand ou moindre que 90 , selon que sin.v. N 
sera plus grand ou plus petit que le rayon. 

De 1'expression prec^dente de cos. D on tire ce qui suit. 

yme Formule. 
sin.v.D=dsin.v.(A^ 

sin.v.D=sin.v;(A~H) fi + ^*(*+W)^*-l'~»)^ 

* J \ l sin. v. (A— H) cos. a cos. b 

En faisant, done, **"M*«?~>))^-1'~») «*•*«»* = ^ N 

7 7 sm.v. (A~H) cos. a cos. b 

on aura sin. v. D = sin. v. (A~H) susin. v. N. 

De la meme expression de cos. D on deduitaussi 

susm.v.D=^usin^ 

Cette Equation fournit les trois formules suivantes. 

8me Formule. 
En faisant 

*iAn.±[d+{a~b)) sin. ±[d-(a^ 

ou bien, 



,Acos H 




sm±(d+(a~b))smMd-(a^b)) ^ ~ £ == cos. N' 



on aura susin.v.D=v/sin.v.(N4-(A~H)jsin.v.(N — (A~H)j 
ou susin. v. D = s sin. [N'+f(A~H)) sin. (N'-*-a(A~H)) 
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gme Formule. 
En faisant 

2 sin. jr[d+(a^b)) sin.i (^-(^^)) ~^rr= sin. v. N 

oubien, 

v^sin-x (<* + (a~b)) sin.i (rf- (a~A)) ^j~f = sin. N< 

on aura 

J I i m i ■ ■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■.iw . ill lin i l l »n lll n »«l—H— — «— I— I 'm i nTO mm iil I" »«r ■ r ilii irM'n i ii ii a i i i il iii ii i i i '■■»i»"»hi in li ii i i 'n wmmm—mUmmmiimm 

susinv, D = y/susm.y. (N+ (A~H)) susin. v. (N-(A-H)) 
qu sushi, v. D = 2Cos. (N'+|(A~H) cos. (N^KA^H) 



tome Formule. 

Liquation pr6c£dente se r6duit a 
susin.v.D=susm.v. A~H ) 1 2{ ~ . • — ; 2 jl L — ^ 

v l \ susm.v. (A^H) cos, a cos. h / 

En faisant, done, 2l ^ k . — /j , A iL- ■ ; v = cos, N 

> 7 susm.v. (A— H) cos. a cos. b 

on aura susin. v* D = susin. v, "(A~H) sin.v."N. 
Je reraarquerai,qu on pourroit aussi substituer dans les quatre 

formules pr^dentes v/sin.v. (d+{a~b)) sm.v.(d~(a^b) 

au lieu de 2 sin.-i (^+(^~^)j sin.f Id-(a^b) 

Les formules que nous venons d^tablir sont propres pour 
le calcul par les logarithmes sinus-verses, et Ton pourroit com- 
biner aussi Fusage des logarithmes doubles-sinus. Cherchons 
a present des expressions pour employer seulement les loga- 
rithmes sinus et tangentes, tels qu'on les trouve dans les Tables 
de Gardiner et de Taylor, 
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lime Formule. 
Dans la ire formule on pourroit faire 



/ cos.(A-hH) _— sin N 

\/ T/J TX T /, , , _ s \ cos. A cos.H —~ ™ lxXt x * 

4 cos. \ {d + a + *) cos. I ^ ~ {a + *) ) ■ C01>aC08>ifc 

pour avoir 

cos.D = 2cos.i(rf+a+^ 

Mais je dois rappeller ici ce que j'ai dit a Toccasion de la 
ire methode. 

i2/n<? Formule. 

En substituant dans la 2 me formule 2 sin. a |- D = sin. v. D, 
et faisant aussi 



% /cos.i(rf + a + A)cos.i (^~(^ + ^))^^i4=cos.N 



on aura 



sin. |D = 1/sin. (N'+f (A+ H)) sin. a (N'~|- (A+ H)) 

13 me Formule. 
En faisant, comme dans la 3me methode, 



v/cos.i(^ + « + ^)cos.i^~(a + ^))^- c ^-=sin.N 



on aura 



sin.iD = v^cos. '(N'+£(A+H)) cos. (N'~£(A+H) 

l/yme Formule. 

En substituant dans la ^me formule 
2 sin.*£ D = sin. v. D, et 2 cos.*i (A-j-H) = susin.v. (A-fH), 
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on tire 

sm* 1 D=cos' I fA -l-H^i-- cos ^L d! + g + & ) cos -l( rf ~^+^ , )) cos - Acos - H 

' * " 2 ^ ' '{ cos. x |(A+H) cos. «cos. H 

Sin iD=COS.i (A+H) X-, cos.Ud+a+h)co S .x{d^(a + b))cos.Acos.H 

En faisant, done, 

I /zq%,\ (d+a+b) cos. | -(d^{a+b)j cos. A cos.H . xt 

cos. \ (A-f H) cos. a cos. b 

on aura sin. -|-D = cos. \ (A+H) cos. N. 

Cette m^thode est celle de M. de Borda, que les Naviga- 
teurs du continent employent avec succes depuis plusieurs 
annees. 



igrne Formule. 
De la $me formule on deduit 



cos4D=sin.^fA+H)v^ 1 + — 2V I 7' , — L , 

2 *\ \ )v I sin.H(A+R)cos. a cos. b 



Acos.H 
(A+H) 

En faisant, done, 



x ' - ' ' "" i » n < ii-" ■■ i i i - I -■ ■ — '■■ ■ ■■ ' -<■" 

/cos. |(^-f#-f b) cos,-| (d<s(a-\-b)) cos. A cos. H XT 

s/ i -r- — - =s tan. .N 



sin. \ ( A-f H) cos, a cos. b 

T y^ sin. 4 (A-f H) 

on aura cos. fD = — ^--^ — . 



i6me Formule. 
Par les formules de la 6me methode on voit, qu'en faisant 



i' " ■ " ' "" a i m . ... . . . i i ■-. .i , m i ' ;"""■ • * " ' ■ ' I 

Vsin.-I (d?-f (#~£)) sin. \ [d—(a~b)^ cos. A cos. H . ^ 

\r «*- w «-_««»-_ i _ — __ _: — ; ■ mmmmmm sin. JN 

cos. (A~H) cos. a cos. b 

on aura cos. D j= cos. ( A^>H) cos. £ N. 

Et la distance D sera toujours de la m£me espece que Fare 
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pi » , i ii M i im. 1 ^ m^ > «m ii M m m im-^^mmmm^mmmmm«mmKammmtMimtiimmmm»»^mmm»mmim 



i^Me Formuh* 
De la 7me formule on d6duit 

ei» in-oinlU.m ^X^ J _ S in.|(rf+^~&))sin.i(rf-( g ~^))cos.Aco S .H 

\ '• ' sm. a f(A~H) cos. a co$>b 

En faisant, done, 

'J m" 1 i mni i r i ni iii i ii Mi i ii i i i iii i iii i iiiiii m iii iiiii m i ' .i iium , nun ,;, , ., ..i nn i ii ii V i mii ■ii n i » l M» iiii ' i» .i i » i ii i . i i i i iii i i.i mn ■» » i » i nnin i » 

I ' 4 /sm,i (d+(a~b)) sin.-£ (rf— («~ A)) cos. Acos.H __ . ^r 

■— iiiii mn " ■ i i ii jwm ii - 1 11 "\/^ --1 i — r 1 , i i iinjiu i ii....j i ii i i ji mmm m .mi l l in — i -'■ -l " ' "' """"** •mmm» l-Clllt JL^I 

sin,f(A— H) cm. a cos, h 

on aura sm,4 D = — — -r? — . 

3 cos. N 

Le Dr. Maskelyne nous a donn6 les regies pratiques de 
cette m£thode dans son Introduction aux Tables des Loga- 

\%me Formule. 
En faisant, comme dans la 8me m^tliode, 

j.^ mK j mm mmm —„ tmmmmmmmmmmmm mmmmmmm - ■'■" '•< *# — ■'-— — - — mmmmimm '——--■- — ■— — ■ - ■„ , -■■ ,- - - — ■ - - m — mmmmmmmmmmmmm 

mr f \ i \ f*4T\{y IS, £^^\(^ Itu-iB 

^/ sin, 4- \d\ (a~£)j sinf- Id — (a^h)j ~ — ^j==cos,N # 



mm#mtmmmmmfmmmmmmm***mm*™*mmmmwii/tit!* 



on aura <mJ-D= ,/sm. (N'+*(A~H)} sin. (N'-*(A~H) 



igme Fortnule* 
En faisant, comme dans la gme m^thode, 

J0 """ * ' 'mwotw mmm m ummi m mma m uMu n. . .i M i..» .ii »i. u mman mm mmim*mm~mm i i rn i » i m i iin i i i im . n » ■! nwnn mmmmmmmmmmmimmm, 

V^sin.i ld + (a^h)) sin.f (</— (<i~j&)) cos " A cos - f = sin. N' 

\ / V / CUa* w COS* m 

■ i,;, . „mn , mmmnmmmv«,« r ,nmtm», i ■ . 1 , i n ,.., ,■„ , ■,«,„ i „—„.,-, — ,- , ,.,■■„•■■ .,■■ ,-—,„„ -.■„ , - , .. || .... n n]1|r 

on aura cos.|» D = \Acos. [N^£(A~H) ]cos.(N'~t(A~H)), 

Cette m^thode est celle de Mr. Dunthorne perfectionn^e 
par le Dr. Maskelyne, dont les regies de calcul se trouvent 
dans les Requisite Tables de 1781. 
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Qorne Formule, 
De la 1 ome formule on deduit 

_ I,, ii ii inn ||, MMM I III IM WMMMi|in«|-. 

1 — sin -l(^+(^^)sin.i(rf--( g ^W)cos.Acos,H 

cos. a | (A~ H) cos. # cos. £ 

En faisant, done, 

i >sin.f (d-f (tf~£)) sin.i(d— (a~M) cos. A cos. H _^ . ^ 

cos. | (A— H) cos. a cos. b "~ 

on aura cos.-f-D-= cos.|- (A~H) cos. N. 

On remarquera que dans toutes ces formules se trouve la 

quantite — : ~ 9 pour laquelle on pourra prendre les dif- 

* cos. a cos. b 7 r n x r 

ferences logarithmiques de Dunthorne (Voyez les Requisite 
Tables), au lieu de prendre les quatre logarithmes separement. 

Les methodes etablies pour trouver la demi-distance vraie 
meritent que nous y fassions quelques reflexions. Les l^me, 
I5me, i7me, et some formules sont les plus commodes; mais 
on peut demander laquelle d'entre elles est la preferable, ou 
bien quels sont les avantages ou desavantages de chacune. 
J'en dirai ici quelques mots, d'autant plus volontiers, que je 
profiterai de cette occasion pour rectifier quelques opinions 
prematures que j'avois eu a ce sujet, faute de Favoir bien 
examine. 

La preparation des arguments dans les formules par les 
sommes est un peu plus courte que dans les formules par 
les differences; mais cet avantage, a la verite, est tres peu 
considerable, et ne vaut la peine d'y avoir egard, qu'en parite 
de toutes les autres circonstances. 

II y a deux formules (l^me et some) ou Ton cherche le 
cosinus de Tangle subsidiaire par le sinus, et deux autres 
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formules (i5me et i7me) 011 Ton cherche ee cosinus par la 
tangente; il s'agit de determiner lequel de ces deux moyens est 
le plus utile, pour Inexactitude du calcul. Dans les formules par 
les sinus, on peut supposer une erreur daris cos. -§• (A + H), ou 
cos. y (A~H); mais la quantity cos, ~ (A-fH) cos, N, ou 
cos.i (A~H) cos. N, 6tant toujours plus petite, Ferreur resul- 
tante sera aussi plus petite. La m£me chose a lieu relativement 
a Terreur qu'on peut commettre, en cherchant cos. N par le 
moyen de sin. N. Au contraire, dans les formules par la tan- 
gente, Terreur de sin.|(A+H), ou sin.| (A~H), produit tou- 

t *ia ii sin. £ (A-l-H) sin.i(A~H) 

jours une erreur plus considerable; car — — Z > ou - — — Tr 

J r ' COSi jsj 7 cos. JN 

est plus grand que sin. \ ( A+H), ou sin. ± ( A~H) ; et quant 
a Terreur de N, Feffet qui y r^sulte sera plus grand ou plus; 

petit, selon que !i2nJ ± ) 9 ou sin * x - ~^f—L sera aussi plus grand 

ou plus petit que cos. N. On voit, done, que les formules oil 
il ny a que des sinus sont pr^rables a celles qui contiennent 
la tangente de Tangle subsidiaire. 

Nous voila r^duits aux formules 1 4me et 2ome, dont Tune donne 
le sinus, et Tautre le cosinus de la demi-distance. Pour bien faire, 
il conviendroit d'employer la premiere quand la distance est 
moindre de 90 , et la seconde quand la distance excede le quart de 
cercle. Mais, en cas qu'on veuille adopter Tune d'entre elles, 
pour en user g6n£ralement sans distinction, on apperfoit que 
la 1 4me formule est la plus avantageuse ; car les distances que 
donnent les ' Eph&nerides, etant toujours a peu pres entre les 
limites de 2o°et 120 , il vaut mieux chercher les sinus compris 
entre io° et 6o°, que les cosinus correspondans au m£me espace, 
ou les sinus d'entre 3o°et 8o°. La m^thode de M. de Borda 
reunit done le plus de proprietes utiles, et merite qu'on la 
mdccxcyii. N 
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pr6f&re aux autres dans la pratique, quand on se bornera a 
une seule maniere de ealcul, comme les Navigateurs ont cou- 
tume de faire. 

Nous proc^derons a present a etablir des formules pour faire 
le ealcul par les sinus naturels. 

T7» ' 1 ±*^r COS. A COS. H -fk/r . 

Faisons la quantite commune — r == 2 cos. M, et 

* cos. a cos. h _ 

substituons cette expression dans les formules pr£c£dentes. 

En nous rappellant que 2 cos.x (d J^a + b) cos.-| f <i~ {a -f b) 
est = cos. d + cos. (a + b), nous aurons, par les sommes,.les 
formules que voici. 

Qitne Formule. 

I/expression de cos. D se r^duit a 

fcos. (i + M) + cos. (<i~M) 4- cos. (a ~f- b + M) 

cos. D = J , - x 

1 + cos. (a + A)~M — cos. (A + H). 

22#^ Formule. 

De liquation fondamentale des 2me, 3me, et 4me formules 

on d^duit 

susin.v. (A+H) — cos. (d-f-M) — cos. (d~M) 

sin.v. D = <! f \ 

— cos. (a-f^ + M) — cos. !(# + #) ~ML 

Q$me Formule. 
La formule precedente se reduita celle-ci 

* ' 

f susin.v. ( A-j-H) -f sin.v. (<i+M) + sin.v. (d~M) 

sin.v. D = \ . . . # \ 

I 4-sm.v. (#-{-0-f M) -J- sin.v. I (^-f-/&)~MI— 4. 

J'ai publie il y a quelque tems cette formule, avec quelques 
autres notions sur la reduction des distances lunaires. 
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z^me Formule. 

La meme formule donne 

susin. v. (A + H) -susin. v. (<* + M) 

— susin, v. (d ~ M) — susin. v. (a + b + M) 

— susin. v. Ua + b) ~ MJ +4. 



sin.v. D=<< 



Q$me Formule. 

La m£me formule donne aussi 

" — sin.v. (A+H) + sin.v. (d+M) + sin.v. (d~M ) 

1 + sin.v. (a+£+M) + sin.v. l(# + £)~Mj — 2. 



sin.v. D 



26/^ Formule. 

De la 5me formule, on deduit 

"sin.v. (A + H) + cos.(i + M) + cos. (J~M) 

^ + cos. (# + £ + M) + cos - ((# + #) ~MJ. 



susin. v, D 



27/^ Formule. 

La formule pr£cedente se reduit a celle-ci 

f sin.v. (A+H) — sin.v. (</+M) — sin.v. (rf~M) 
susin. v. D = { 1 \ 

[■— sin.v. (#+£+M) — sin.v. (a+i?)~M +4. 

28m^ Formule. 
La meme formule donne aussi 

sin.v. ( A + H) + susin. v. (rf+ M) + susin.v. (^~M) 

-< + susin.v. (<*+£+ M) + susin.v. ( (a+£)~M 
— 4. 

N 2 



susin.v. D 
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2gme Formule. 

La meme formule donne encore 

" — susin. v. (A -j- H) -f* susin. v. (d ~J~ M) 
susin.v. D = < + susin.v.(</~ M) + susin. v. (a + h + M) 

~f susin. v. I (a -f b) ~ MJ — 2. 
En faisant la meme substitution de 2 cos. M, et en nous rap- 
pellantque 2sin.|- <f -f (a ~ A)] sin. i Id— (a ~£>)] est 

= cos. (# ~ £) — cos. d, nous aurons, par les differences, les' 
formules qui suivent. 

§ome Formule. 

L/expression de cos. D se convertit en 
cos. D = cos. ( A ~ H) -f 2 cos. M cos. d — 2 cos. M cos. (a ~ h) 
et par consequent 

cos. (A ~ H) + cos. (d + M) -f cos. (d ~ M) 

cos. Ua ~b) + MJ — cos. Ua ~Z>) ~ M 

31m*? Formule. 

De la 7me formule on deduit 

"sin. v. (A ~ H) — cos f (d + M) — cos. (d ~ M) 

1 + cos. ((a~£) + MJ 4- cos. ((a~/6) ~MJ. 

Cette formule donne les trois suivantes. 



sin. v. D 



sln.v.D 



gzme Formule. 
sin.v.(A — H) + sin.v.(i+M) +sin.v.(^~M) 

~sin.v«((a~£) + M) — sin.v.((a~£) ~MJ. 
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Mr. Krafft nous a donne cette formule dans un beau Me- 
moire qui fait partie des Actes de F Academic de Petersbourg. 



g3fne h Formule. 



OJ.1A* V • Jm~*r 



sin. v. (A ~ H) ~f- sin. v. (d ~ M) ~f sin.v.(<i~ M 
|^ -f susin.v. f (a~ b) -f-MJ -f susin.v. [ (# ~£)~M 

34^ Formule. 
— sushi, v. ( A ~ H) — susin. v. (i -j~ M) 
sin. v. D== < — susin.v. (d ~ M) + susin.v, [(a ~ £) + M 

^-f- susin.v. ((a ~i>) ~ Mj 4-2. 



susin. v. D = < 



35me Formule, 

De liquation fondamentale des 8me, gme, et loine forraules 
on cteduit 

[susin.v. (A~H) + cos. (rf-f'M) + cos. (d^M) 

-cos. ((0~Z>) -f MJ — cos. ((a~£)~M]. 
Cette formule donne les trois suivantes. 

$6me Formule. 

^susin,v.(A~H)— sin.v.(J4-M)— sin.v.(^^M) 
| + sin.v. ((£~£)-f MJ-f-sin.v. ((a~£)~M). 

37m? Formule. 
susin. v. (A ~ H) 4- susin. v. (^ -f M) 
<j + susin.v. (fi?~M) + sin. v. ((a ~ h) •+ MJ* 



susin, v. D 



susin. v, D 



+ sin.v. ((a~/&)~MJ— 4 



susin. v. D 
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gSme Forrtyule. 
"~ sin. v, (A ~ H) + susin. v. (d + M) 
+ susin. v. (d~M) ~f- sin. v. (a~/j) -J- Ml 

[+ sin.v. ({a ~#) ~MJ —2. 

Les methodes, dont les formules renferment des cosinus, out 
Tinconvenient de se diviser en differens cas, selon que les arcs 
correspondans sont plus ou moins grands que le quart de 
cercle. Toutes les autres formules admettent des regies cons- 
tantes, et les zgme, 28me, 33me, et gjme reunissent aussi 
Tavantage de n'exiger que la simple somme des six sinus- 
verses ou susinus-verses, pour avoir celui de la distance vraie. 

Entre les formules par les sommes, et les formules par les 
differences, les premieres sont pr£ferables; car on peut de- 
duire la somme des hauteurs vraies de la somme des hauteurs 
apparentes d'une maniere tres simple ; pendant que, pour avoir 
la difference des hauteurs apparentes, il n'y a pas de meilleur 
proc6d£ que celui de corriger s6par6ment chaque hauteur ap- 
parente, pour faire la soustraction ensuite. 

J'ai calculi les sinus-verses naturels pour chaque dix se- 
condes de la demi-circonference, ainsi qu'une table tres com- 
plette des angles M. Par ces moyens la reduction des distances 
lunaires deviendra tres commode, en employant celle qu'on 
jugera convenable des formules pr6cedentes. 

Pour rendre les operations encore plus faciles, j'ai calculd 
une table a double argument (savoir Tangle M, et un autre 
angle quelconque) qui donne k la fois la quantity 

sin. v. {d + M) + sin. v. (d ~ M) 
ou la quantity 

sin. v. (d 4. a + h) + sin, v. ( (a -f h) ~ M 
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Ainsi, pour le calcul dela 231116 formule,on reduira les opera- 
tions des sinus-verses k la simple somme de trois nombres, et 
par la on diminuera aussi les operations preliminaires avec les 
el6mens ; car alors il suffira de prendre Tangle auxiliaire ( pour 
argument des nombres sommaires), et de deduirela somme des 
hauteurs apparentes et des hauteurs vraies. 

Voici deux formules par les differences, dont le calcul admet 
Tapplication de ces nombres sommaires, quoique d'une maniere 
moins cpmmode que celle de la 231116 m^thode. 



ggme Formule. 



sin. v, D=X 



siii.v.(A~H)-f'sin.v.(rf+ M)-f sin.v.(df 
+ sin. v./i8o°~((* ~b) + M)Y 



M> 



iin.v. ( 



4- sin. v. ( i8o c 



Ua ~ b) 



^s-y 



M 



) 



4' 



4<ome Formule. 
susin.v. (A ~ H) -f sin. v. (i8o # ~ (J-fM)j 



susin. v. D = << 



+ sin.v. (180 — (i~M)) -f sdn.v. '((a~i&)+'M) 

-f sin.v. f(a~/6) ~ M] — 4. 

Je ne m'arr£terai pas a d'autres transformations qu'on pour- 
roit faire ; celles qui viennent d'etre etablies etant suffisantes 
pour l'objet que je me suis propose. 
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Metbodes d' Approximation. 

I/expressk>n du cosinus de la distance vraie en termes des 
donn6es du probleme est, comme nous avons vu ci-dessus, 

DCOS. u COS. A COS« tx . . 7 A i t* ■ • a • -r-r 

= — 7Z ^c 1 ; ten. a ten. b cos. A cos. H4- sin. Asm. H, 

cos. a cos. b * 

Representees par u la parallaxe moins la refraction en hau- 
teur de la lune, par v la refraction moins Ig, parallaxe en hauteur 
du soleil, ou la simple refraction de Tetoile, et par <Ha correc- 
tion totale de la distance apparente, telle que D = d -J- & 

II s'agit a present de trouver la valeur de I en termes des cor- 
rections u, v, et de la distance et des hauteurs apparentes. 
On a A = a ~ j- u y et H = b — v ; et par consequent 

sin. A = sin. a cos. u -^ cos. a sin. & 
cos. A = cos. a cos. u ~ sin. a sin. u 
sin. H == sin. b cos. > — cos. £ sin. z; 
cos. H = cos, h cos. z> + sin. b sin. z> 
d'ou Ton deduit 

A . XT fsin. a sin. £ cos. u cos. t; 4~ cos. a sin. b sin.u cos.t; 
sm. A sin. H = -{ . 7 . ■ 

[ -r- sm. a cos. cos. u sin. r; — cos. a cos. £ sm. usm.v 

fcos. # cos. £ cos. u cos. ?7 — sin. a cos. £ sin. & cos. v 
cos.Acos.H==i ■ . , . . . 7 . 

[ -f- cos. a sin. b cos. u sm. p — sm. a sm. A sm. w sin. v 

Pour obtenir toute Fexactitude necessaire, il suffira de porter 
les approximations jusqu'aux produits du second ordre, ou de 
deux dimensions des petits elemens u y v y I. Or, un petit arc et 
son sinus ne diff&rant entre eux que d'un produit du troisieme 
ordre, on pourra prendre u pour sin. u, et v pour sin. v ; mais, 
comme la difference entre le rayon et le cosinus d'un petit arc 
va jusqu'au second ordre, on devra substituer l *— i& a = cos. u 9 
et i ~ |- v % = cos. v. En y introduisant ces valeurs, on aura* 
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en negligeant les produits de trois dimensions de u, v (ce que 

nous ferons aussi par la suite), . 

. A . YX f sin. a sin. h 4- & cos. a sin. £ «— -t> sin. a cos. & 
sin. A sin. H = { ' ■ a . . 7 T a . . t 

to — uvcos.acos.b—^u ■sm.asm*b — ~v sm.asm.p. 

A TT f cos. a cos. h — u sin. a cos. £ + # cos. a sin. £ 
cos.Acos.H = { . . 7 4 ' a T 

L — &z>sm.tfsin./j-~ |-& cos.^cos./>— |-z> cos.tfcos./j. 

et, en substituant ces valeurs dans rexpression de cos. D, et 
faisant les reductions necessaires, il resultera 



j cos. # -f u cos. a tan. a 



v sin. # 



cos. a 



-— J-^cos.^tan.^ 

Di - tus. a COS. w ■ 

= < . . . 

nvisin^a — cos. 2 £ — cos. dsm.a sin, £) T 4 ^7 

f 1 -u cos. a — 



1 + 



v z cos.d. 



cos. a cos. A 

Reprenons a present D = d + £ et Ton aura 
cos. D = cos. <i cos. <J — sin. <i sin. J, ou (parceque cos. S =1 — f <T), 
cos. D = cos. ^ — ^ sin. ^ -— f <T cos. d y ce qui, £tant substitu£ 
dans liquation pr£c£dente, donne 



I 



u sin. h 

Jmwnmmmmm»*wwmwn4 

cos. # sin. d 



4- & cot. d tan. a + 



v sin. # 
cos. & sin. d 



v cot d tan. h 



+ 



•MMM 



« v (sin.*# — cos. z £ -4- cos. rfsin. a sin. b) 

mmmmmmmmmmmmmmimmm , i ' m n ' i m i. 

sin. d cos. a cos, b 

* j* cot d. 



+ ■§■ #*cot. d -f- -£ zf'cot d 



c'est-a-dire, 



& 



sin. # — cos. d sin. # 
sin. d cos. # 



) "^ ( 



/sin. # — cos. J sin. h 



sin. d cos. b 



JJ_ > . /cos. d sin. # sin. Z? — . sin.*<* 4- cos. 4 M , T „,* -^4. j 

1 \ sin. d cos. ■« cos. I * 

■ * ■ ■ 

+ {^ 2 cot. d — f ^ cot. </. 
Mais, on voit par cette m£me formule que (en continuant de 
n^gliger les produits de deux dimensions de u, v, $), Yon a 

f a /sin.£ — - cos. d sin. a\ % . ft / sin. a ■>— cos. ^ sin. # 
I \ sin. d cos. a " — ' / » \ sin. d cos. b 



1 



■WK 



L 

MDCCXCVII. 



sin. b — cos. d sm. ^\ /sin. ^z — cos. d sin. Z> 

SI UV \ : 1 r— ; *r- 

sin. d cos. a / \ sm. a cos. i& 

o 



3« 
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done, en substituant dans la formule precedents il resultera 

/sin. b — cos. d sin. a\ , /sin. a — cos. J sin. A 
ft I : v— I + V 



s = < 



+ U V 



sin. d cos. # / *. " \ sin. d cos. b 
2 cos. </ sin. a sin. & -f- sin.* d — sin.* # — . sin.* b 



-f~ 1 u % cot 



ou bien, 



Ift; 1 cot. <i ( 



sin, 3 d cos. # cos. £ 
sin. b — cos 



sin. d cos 

sin, a — c os, d sin. # \ * 
sin. d cos. i> 



. d sin. # \ a \ 
)s. a I J 

) 



ft 



sin. b — cos. d sin. a 
sin. d cos. # 



+ ^ 



sin. #— . cos. dsin. b 
sin. d cos. b 



£=^ 



-\-UV 



2 cos. d sin. a sin. £ + sin. 2, d — sin.* a — sin. 2, b 



I 



-f- |- if cot. d 

+ ±;V*COt.d 



sin. 3 ^ cos. a cos. £ 

2 cos. cf sin. # sin. b -f- sin. 2, d — sin. 2 a — sin.* b^ 

sin. 2 ^ cos. 2 a 

2 cos. d sin. a sin. b + sin.*d — sin>*tf — sin. 2, A 

sin.*d cos.*i> 



Voila la formule qui exprime g6n6ralement les corrections 
qu'on doit appliquer a la distance apparente d, pour avoir la 
distance vraie D, ay ant 6gard a toutes les equations qui d^rivent 
de ft, v, et des produits du second ordre de ces el^mens, On 
peut, a son aide, prouver Inexactitude d'une mithode d'approxi- 
mation quelconque. II ne faut, pour cela, que transformer les 
expressions des corrections proposees, de mantere a les mettre 
toutes en termes de la distance apparente, des hauteurs appa- 
rentes, et des corrections des hauteurs; et les comparer ainsi 
aux prdcedentes. Ce proced£ m'a 6t& fort utile pour examiner 
diflferentes methodes, et d£couvrir leurs erreurs : mais je ne 
m'arreterai pas, a present, a ces details ; et pour donner un 
exemple de Implication de ma formule, je me bornerai a la 
consideration de la solution du Dr. Maskejlyne. 

Soient un arc M, tel que tan. M= tan.^ (a ~&) cot.f (a-f i>) 
(e'est le premier arc des pr^ceptes de rauteur), et un autre 
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arc N, tel que tan. N = tan. M cot. \ rf (cest le second arc des 
dits preceptes), et exprimons par R la refraction qui convient 
a la hauteur de 45 . La correction totale qu'on doit appliquer 
a la distance par rapport aux refractions des deux astres est, 

selon la methode dont il s'agit, == z si * an '-^ , ou (parceque, en 
repr6sentant la refraction en hauteur de Tetoile par r',on'a 

R. . j\ 2 r f tan. b tan. 2 M xs > 1 • i> • . 2 R tan. 2M 

= r f tan. h ) = s — -^ . Reduisons 1 expression — : — -rr- 

J sin. 2 N r sin. 2 N 

aux termes dont nous avons besoin. 

En substituant tan. 2 M = -4?^L, et sin. 2 N 2 tan * N 



1 — tan. 2, M' 1 4- tan.* N 

AM rt „^, 2RtamM(i4-tan. a N) *.-. ., ■ XT ^ .... ■ T , 

on aura tan,N(iLTan,*M) ' Metton s y tan. N = tan. M cot. i rf, 
et il resultera Z J^±^^^± d \ qu i, en substituant 
tan. M = tan. \ (a ~ £) cot. |- (a -f £), se convertit en 

2R(i+tan.^|^^)cot.*^+^)cot.^) ___ 2 R^cos.^^^/^sin.^^+AJ+sin.^^— ^)cos. z J(^+A)cot.*^) 
cot.|d ^i—tan.»J(«~A) cot. 4 £(«-H)) "~** cot4^(GoSv a 4(«^A)sin. a ^+^)^sin, 2 '^(a^A)cos.' a J(^+A)} 

ce qui, en substituant 

cos.*- (a~/6) sin. a |- (# +^) = i (sin. a a -f sin*£ -f 2 sin. a sin. h) 

et 

sin. a i(a~£)cos.*i(tf+Z>)==^^ 

et, faisant les reductions necessaires, donne 

R ((sin.^ + sin.*Z>4.2sin.tfsin.Z>) smf^d -{- (sin.V-f sin. a £— ism.asm.b) cot^d) 

2 sin. -| df cos. \ d sin. # sin. b 

d'ou, en mettant •§• — ± cos. rf == sirfj- rf, et ' i -f f cos. rf = cos.*§- rf, 

,. R (sin. a # -f sin. 4 # — 2 cos. rf sin. # sin. b) 

on tire ■■ " > > . , . ? — , ■■ ■ ■» 

sin. a sm. # sin, b 

Cette formule se resout en deux expressions, ou parties, 

R (sin. a — cos. d sin. b) ' R (sin. Zi — cos. rf sin. # ) 

sin. rf sin. # * sin. d sin. # 

Appellons r la refraction en hauteur de la lune. On aura 

O a 
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par la loi des refractions* R = r'tan. h, ou R=r tan. a. 
Mettant ces valeurs dans les Equations prec^dentes, elles se 
rfduiront a tS±L^z^d^ y e t rjfr . b -«». d «n. a) r 

sin. a cos. h ' sin. d cos. a z 1 

priment les corrections dependantes de la refraction de chaque 
astre. 

Soit Q un arc = N ;=£ ± d (c'est le troisieme arc des pr£- 
eeptes ; le signe sup^rieur quand la hauteur du soleil ou de 
Tetoile est plus grande que cellq de la lune, le signe in&rieur 
dans le cas contraire) et repr£sentons par P la parallaxe-^ 
horizontale de la lune. La correction de la distance relative a 
la parallaxe est, d'aprds le Dr. Maskelyne, = P sin. a tan. Q. 

On a tan. Q = tan. (N * fd) = .g^*^ - Mais 
tan. N"=s tan. \ (a ~ b) cot. -§- (a ~f h) cot. \d, ou 

a. xt (sin. </~ sin. Jb) cot.irf ^ .. ., ■ r . 

tan. N = ' v.n "„ _i «in a - Bone, en substituant et en faisant 

©ill. CI -J- bill. A/ 

les reductions n^cessaires, on d6duira 

+ov . r\ ( x + cos. df) (sin. a ~ sin, £) ■*= (i — cos.*?) (sin. #4- sin. M 

^ 2 sm, tf sin. a 

* j. \ i* j. /-^ sin. ^ — . cos. <f sin. ^f 

e est-a-dire, tan. O = = — — -12illi2 # 

^- sin. a sm. # 

Ainsi, la correction relative a la parallaxe est 

P sin, a (sin, £ — cos. <? sin, a) P (sin. &~ cos. df sin. a) 



mrmmmmmmm 



sin. rf sin, a sin. d 

■■■* 

* Le Dr. Maskelyne ne neglige pas devoir egard aux corrections que demands 
cette supposition, parceque la loi des refractions est un peu difFerehte; ce que Pauteur 
fait par un procede tres simple, qu'il facilite par le moyen des deux/Tables subsidiaires. 

f C'est a P que le Dr. Maskelyne applique une equation pour compenser la 
petite erreur qui resulte de la loi des refractions adoptee auparavant. Ainsi, au lieu 

de la parallaxe horizontale, il'emploie ce qu'U appelle la parallaxe horizontals cor^ 
r : ige't : * 
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ce qui, en representant la parallaxe en hauteur par p, 

i. ' -L <*.•*. x. n £ ^ i *x. v /> (sin.-a& — cos. d sin. #) 

et substituant P = — £— , se r<§duit a — — r~-r -. 

cos. a 7 sin, a cos. a 

On voit, par les Equations ci-dessus, que la correction com- 
posee de la .parallaxe et de la refraction de la lune est 

p (sin, h — cos, d sin, a) r (sin, h — cos. ^ sin, a) (/>— r) (sin. h — cos. dsin. #) 

sin. d cos. a sin. d cos. <z ~ ' sin. d cos. a 

Expression identlque a celle que nous avons trouve relative- 

. ^ T , . r' (sin. a — cos. ^sin,#) , . - 

ment aw. L expression — — sln dcos b m convient aussi avec 

celle qui derive de v.. II nous reste a examiner les corrections 
relatives aux prqduits du second ordre. 

En faisant tan. Q tan. a = cos. S (S est le quatrieme arc 
des dits pr^ceptes), on a pour la troisieme correction du Dr. 

rP L-j cos.*# sin. a S . . 

Maskelynje *■ - — C J^L — 3 — Cette expression se convertit 



en 



2 tan. d 
(Pcos. tf—r)*sin. a S; (j>~r) a sin. a S 



PPfWMMMMMWWitt 



2 tan. d 2 tan. d 



En prenant la valeur de tan. Q 6tablie ci-dessus, on a 

eos , S = l™-'*--™-*™- *)*»•* sin. i- cos.rf sin, g ^ j^ ^^ 

sin. a sin. a sin. a. cos. # * 

•• » e • a o 2 cos * ^ s * n * a SU1 * & + sin.* d — sin.* a w. sin. a # ' 
Sin. b = 1 — COS. b = — : sin.* <* cos.* « ' 

et, en substituant cette expression dans la prec^dente, il resultera,, 
pour la correction dont il s'agit,. 

z \P ~ r i COt§ a [ ; sin.* d cos. a a _ " / 

Expression identique a celle que nous avons trouve relativement 



a u ; 



La quatrieme correction est (en representant la troisieme 
par m), = — ^-^ — : 7-7; qui en substituant la valeur de m y 

cos. d cos. & f'P— ».- 

\ cos. a J 

* La quantite P — .— H-.est ce que l'auteur appelle parallaxe horizontals diminmck 

* cos, a * * * 
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et celle de P = r-~, se r<§duit a 

cos. a' 

z . \ / 2 cos. d sin. a sin. fr 4- sin.* d — sin * a — sin. a fr 

\P — r ) ' ■ 71 — Z 

v* / \ sin. 3 a cos, a cos. fr 

Expression identique a celle que nous avons trouv^e relative- 
ment a u v. 



m r' z 



La cinquidme correction est = — - — — , qui se r£duit 

cos. a fr(P J 

\ , cos. aj 

facilement a Vexpression d^duite ci-dessus relativement a v\ 

On voit, par cet examen, que la methode en question a toute 
Inexactitude qu'on peut d^sirer ; et c'est la raison qui ma d6~ 
termin6 a la choisir, entre toutes celles que je connois, pour 
donner un example satisfaisant et complet de la maniere d'em- 
ployer mes formules dans ces sortes d'analy ses. 

Je finirai cet article en donnant quelques formules, qu'on 
pourra employer pour calculer les corrections qu'on doit ap-^ 
pliquer a la distance apparente pour avoir la distance vraie. 
Reprenons l'equation 

f / sin.fr — cos.dfsin.a\ , /sin.a— cos.a* sin.fr \ , / 2 cos.a* sin.a sin.fr -fsin.M — sin. a a~~ sin. a fr\ 

| _ >n . ■ . „ ■ -t-'P - — j " ' -\-UV — ~ ■ "■■ 

I \ sin. dcos.a / ' \ sin. a* cos. fr j l \ $'m. 3 d cos. a cos. fr j 

) i t a ±. if / sin.fr -~ cos .a* sin.a A a \ » T <* , if / sin. a-~cos\d* sin.fr \ a \ 

\ 4-±u cot. at i—[—. — 3 A )+^v cot.d l— — r— = - — . 

[ ' 2 i | sin. a cos. a I J l " \ \ sin.dcos.fr /■ y 

On voit facilement que 

2cos.aVm.asin.fr4-sin.V~. sin. z a— sin.^fr X X f 1 l $\n'b--£o$*dsm.a \ l \/ /sin.a— cos.rfsin.fr \ a \ 

sin.Vcos.acos.fr I \ sm.dcos.a ] J[ """"* \ sin. a* cos. fr "/ y 

Done, en substituant cette expression dans la formule prec6- 
dente, elle se rMuit a 

— J I " I I II ■■! I I ' ll »««««^M»IM»«MM|IM»«W«»WM.I»I|MW»WI.»>»^«M,» MI 

> tf( ^ n ' k — cos, ^ s * n,ffl \ _i_ / sin.a — cos.rfsin.A \ , U y Si fsm.h — cos.dsin.a\ z \ I ( sih.a^-co s.dsin.h]* 

| \ sin.dcos.a Ji { sin.dcos.h J *sin./V ^*"-\ sin. d cos. a I }\ 1 ~\ sm.dco&Ji / f 

I i I *.„ ~** j /' fsin.A — cos.^sin.d[\ z \ , t ■ • » / fsin.rt — cos.^sin.AV 

L » 3 \ \ ■ sin.icos. a J ) I 2 . ^* \ sin, d cos. « / 
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n «, sin.Z* — cos.dfsin.a T ^ 'sih-. # — cos. c? sin. b ^ 

Faisons — t- t-*- ■ ■ ■ ■ = cos. L, et — — > ^ r — = cos - S,. 



sin* d cos. a 



sin. d cos. £ 



(et Ton voit, que L repr^sente Tangle form6 par la distance 
apparente des deux astres et la distance apparente de la lune au 
zenith, et S Tangle forme de la meme maniere au lieu apparent 
du soleil ou de T6toile), et la formule se convertira en 

— u cos. L 4* v cos. S 4- u v cosec. d sin, L sin. S 
-f- f tf'cot. d sin. a L + \ v % cot d sin,* S> 
Les prineipales corrections sont — u cos. L -f v cos. S, ou 

/sin. # — cos. <i sin. #\ ■ * -n 1 ' «-» 

* H ,in.*rn,.ft - Appellons les S, 



J 



z* 



sin, £ — cos. rf sin. a 

""" ■ ' ."-' ' ' * ■ | ,| - < | 

sin. a cos. a 



et nous aurons 

S = — u cos. L-f ^ cos. S 

S = ~ ^ 4 ^ sin. v. L -f v — v si* 1 * v - S 

L'= ~# + u (1 — cos. L) 4 v — # (1 —cos. S) 



,f/'+ fr f ! — «n.*-cog.<*sin.fl \ ■ / sin, «-cos.<fsin.M . 

1 \ sin. rfcos. a J T I sin. d cos. h / 



iw ■■■ ? "S 



tv j'"" w 



sin. d cos. # / > I " sin. ^ cos 

sin, d cos. # -f cos. rf' sin. # — sin. b 



4 2; 



V 



sin. d cos. # 
sin. c? cos. h -f cos. ef sin. b — sin 



sin, d cos. b s 



in. a\ 






^+^M sIn 'l + ,l7!— ) + v 



V 



sin. (<i + £) —sin. ah 



< 



M 



V 



sin. d cos. a / V " " | s | n% ^ cos# £ 
2 cos*. I (df -f # -|* #) sin. f (d? -f # — £) 



& 



Z> 



sin. d cos. a 
2 cos. J- (d + a -\- b) sin. § (d -f £ — . a) 



*mso* 



sin. d cos. & 



L/application de ces formules n'exige aucune distinction de 
eas; car il faudra toujours ajouter a la distance apparente les 

quantites v + u l^Lii£±^J^4Si±JLdSL t et retrancher 



sin. d cos. a 



la somme « + v i^LiI£i± t|Ig!d(£± ± zf) t Les operations sont 
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d'ailleurs assez faciles, car on n'a besom de chercher que six 
logarithmes; le cosinus de ± (d-\» a-{»b) et le sinus de d se 
trouvant dans les deux expressions qu'on calcule. 

Cette m^thode me paroit utile, pour le calcul des deux cor- 
rections principales. Quant aux autres corrections, je me bor- 
nerai a indiquer quelques expressions nouvelles, qui derivent 
des pr6c6dentes, sans y entrer dans les details de leurs pro- 
pri6t6s particulieres. 

Repr£sentons la correction relative a if par m. Dans le cal- 
cul de la correction relative a u 9 Ton trouve le logarithme de 
sin.v. L. En faisant usage des tables des sinus-verses, on pourra, 
done, d^duire m par Tune des expressions ^u 1 cot. dsin. a L, ou 
\ if cot d sin. v. L. susin. v. L. 

J'observerai ici que, comme cette formule contientje quarre 
de Tare if, en parties de la circonference, il faudra diviser dans 
le calcul par R", c'est-a~dire, par la valeur du rayon ou du sinus 
total, en secondes, pour avoir liquation aussi en secondes. La 
meme remarque a lieu pour toutes les expressions semblables 
a la prec^dente. 

Le logarithme de R" est 5.3144251. Done, pour le calcul 
de m par la formule precedente, on pourra se servir du loga- 
rithme constant n^gatif 5.3144251 + 0.3010300 = 5.6154551, 
ou, ce qui revient au meme, du logarithme constant positif 

4-3 8 45449- 

Si Ton emploie les logarithmes logistiques, ou proportioned 

pour 3 11 ou 10800", ces logarithmes 6tant reciproques, on aura 

pour logarithme constant positif 

5.3144251 + 0.3010300-4.0334238= 1.5820313. 

Enemployant seulement les tables des sinus, on pourra prendre 
la moitie. des quatre logarithmes -W£>£.*l' + >-> 
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dans Ie calcul dela premiere correction, ce qui donnelog. sin. ~L 
et trouver ensuite m par Texpression 2& a cot<isin. a |Xcos. 2 |-L. 

Pour le calcul de cette formule, on aura le logarithme cons- 
tant positif 4.9866049, en eraployant les logarithmes ordi- 
naires, et 0.9799713, en employant les logarithmes proportioned. 

Les formules que nous avons 6tablies fournissent une autre 
m6thode pour determiner m. 

En reprenant m = ~ u* cot. d sin. v. L susin. v. L, et substi- 
tuant 2 — sin. v. L = susin. v. L, on d£duit 

m = w*'cot. d sin. v. L — • i u % cot. i sin. v.* L 
Or, & sin. v. L n'est autre chose que Tequation ......... 

2 cos. |- (d -f a + £) sin, | (d -f a — £) , , 1 , 

& — — S i n . ^ C o S , a — " j q u on calcule pour la correc- 
tion principale relative a u ; done, en repr&sentant cette Equation 
par ^, on aura 

M — u fi cot. d — ~p cot. df 
ou m=z p{u — ~ jit) cot. d. 

Cette maniere de calculer m est tres commode, et je crois 
qu'on doit surtout la pref&rer, quand on se bornera a ce d£gre 
d'approximation, qui sera suffisant dans la plupart -des cir- 
' Constances, en negligeant les Equations relatives a uv et v\ 

Pour le calcul &e p{u — f p) cot. d y ou de 1? cot. d sin. v. L, 
on aura le logarithme constant positif 4.6855749, en emplo- 
yant les logarithmes ordinaires, et 1.2810013, en employant 
les logarithmes- proportionels. Pour le calcul de ^^ a cot. d le 
logarithme constant positif est 4.3845449 ou 1.5820313. 

Repr6sentons par n la correction relative a v\ et Ton aura de 
m£me les expressions suivantes. 

n = 3- v* cot d sin. v. S susin. v. S 
n = 2 v % cot <f sin.* 4 S cos. a ~ S. 
Et, en representant par ?r Tequation principale relative a t>, 
mdccxcvii. P 
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c est-a-dire, t> 2 T r — r 4 - 1 — % on deduira aussi 

7 sin. a cos. b J 

n=^V7r cot. d — *■§• tt 1 cot. <i 

OU ft = 7T (t> ■§• 7r) COt. <f . 

Pour les logarithmes constans, qui conviennent a ces for- 
mules, je m'en rapporte a ce que j'ai dit au sujet des corrections 
relatives a it. 

Quant a la correction relative k u v> que nous appellerons &>, 

uv sin. L sin. S 

on a co = : — i — . 

sin. a 

Ayant recours aux corrections prec6dentes, on voit que 
u v sin. L sin. S = 2 tan. d s/mn; done, en substituant, il re- 

■• ■ 2 V m n 

sultera w = T . 

cos. a 

De l'expression qui precede, Ton tire celle-ci 

2 */*7r(u — tjw-)(^ — 4*0 

6? — — , . 

sin. a 
rv i, . j , uv sin. L. sin. S , 

De 1 expression trouv^e to — — — - — -j , qu on pourra 

employer, quand on calculera les autres corrections par les 

in .. 4w v sin. ■■!■ L cos. \ h sin. ^S cos. \ S -• , ^ 

sinus-verses, on d^duit a = —•- — — — , dont on 

7 sin. a 

pourra faire usage, quand on calculera seulement par les sinus. 
Nous remarquerons, qu'en se bornant a la correction relative 
a u % , et negligeant les autres Equations qui dependent des pro- 
duits de deux dimensions, comme Ton pratique dans quelques 
m^thodes connues, on pourra faire le calcul des deux correc- 
tions principales par les formules pr6c6dentes, et puis trouver 
la troisieme correction de la maniere adoptee par Mr. Lyons, 
en se servant de la Table XIII. des Requisite Tables de 1781. 
(Mr. Lyons avoit dpnn6 cette Table dans Fedition de 1767) 
Ce proc^de seroit tres commode et assez exact pour les cas 
ordinaires, oil Ton se contente des m^thodes qui ne sont pas 
rigoureuses. Au reste, le calcul de cette correction par la der- 
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ntere formule que nous avons donnee? est presque aussi com- 
mode, et r£unit outre cela Favantage de ne pas demander des 
tables subsidiaires. 

Remarques generates sur les Methodes precedentes. 

Les methodes directes paries logarithmes, au moins, les 
meilleures de eette espece, proeurent la distance redulte, avec 
exactitude, et suivant des regies constantes. Les operations 
sont, d'ailleurs, assez simples, et n'exigent pas un grand nombre 
de logarithmes. Mais ces avantages se trouyent diminu6s dans 
la pratique. En eflfet, on est oblige d'employer les logarithmes 
avec plusieurs decimates, ce qui aukmente la masse du calcul 
dans une certaine proportion, et produit d'autres ineonveniens ; 
car on ne peut pas se dispenser de calculer et d'appliquer des 
parties proportionates, quand on fait usage des tables ordi- 
naires, et si, pour eviter cette peine, on a recours aux tables qui 
donnent les logarithmes de seeonde en seeonde, la facility 
qu'elles offrent est moins considerable qu'on ne pourroit le 
penser, par Tembarras d'un gros volume, oix l'on ne laisse pas de 
perdre du tems a feuilleter, pour trouver Tendroit qu'on cherche. 

Les propriet6s caracteristiques des methodes d'approximation 
sont differentes. Elles sont indirectes, et demanderit plus ou 
moins de distinctions des eas. Les operations sont, outre cela, 
longues et complexes, surtout quand on veut arriver a un r£« 
sultat exact. En revanche, comme ce qu'on calcule n'est pas le 
total de la distance vraie, mais seulement les corrections qu'on 
doit appliquer a la distance apparente (quantites qui ne sont pas 
tres considerables), il suffit d'employer les logarithmes avec peu 
de decimates ; etde cette maniere on peut faire le calcul avec 
des tables tr&s courtes, et negliger les parties proportionelles. 

P 2 
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Les methodes par les sinus-verses naturels me paroissent 
r6unir les avantages des deux sortes de procedes que nous 
venons de considerer, sans etre sujettes a leurs inconveniens. 
Mais comme Tutilite de ces methodes depend des tables que 
j'ai calcuiees, et que j' ai annoncees depuis plusieurs ann^es, 
mais qui ne sont pas encore connues, je crois superflu d'ajouter 
plus de reflexions a ce sujet; m'en rapportant la-dessus a ce 
qu'on trouvera dans cet ouvrage, actuellement sous presse, et 
qui ^st destine a faciliter les operations pratiques. 

Methode pour avoir egard a la Figure elliptique de la Terre* 

La figure elliptique de la Terre peut influer de deux ma- 
nures dans la reduction des distances lunaires. La i re , en ce 
que les 6phemerides donnant la parallaxe horizontale de la 
lune pour un lieu particulier du globe, si on I'emploie pour 
un autre lieu, on commet une erreur qui depend de la dif- 
ference des parallaxes qui conviennent aux deux latitudes. 
La a d % en ce que la vferticale hors de Tequateur et des poles 
n'aboutissant pas au centre de la Terre, les hauteurs ob- 
serves ne sont pas celles qu'on prendroit si le globe etoit 
spherique. On remedieroit a la premiere cause, en appliquant 
a la parallaxe horizontale de la lune tiree des ephemerides, 
requation necessaire pour la reduire a la situation actuelle du 
vaisseau. Pour la seconde cause, Ton pourroit appliquer a chaque 
hauteur observee la correction convenable, qui est egale a 
Tangle forme par la verticale etle rayon terrestre, multiplie par 
le cosinus de razimuth de Tastre. Mais ce procede seroit em- 
barrassant, et peu precis; car il exige qu'on prenne les azimuths 
de la lune et du soleil, en meme terns qu'on observe leur dis- 
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tance^ et les azimuths donnas par le compas doivent en g^ndral 
£tre tres fautifs. Nous chercherons, done, des formules pour 
arriver au meme but seulement par le calcul. 

Entre les Equations pr6c6dentes, il n'y a que celle qui depend 
de u, oii Tinfluence des causes mentionnees m^rite d'etre con- 
sid6r£e; ear la correction v est ordinairement trop petite pour 
y avoir £gard. Nous pourrons aussi negliger dans u la re- 
fraction, en nous bornant a la parallaxe, qui est Ferment le 

plus considerable. Ainsi Tequation — u l sm > b ~ (0S ' 

x ■ /■ \ sin, a cos. a 

m- «^,,;+ X ^ /sin. # — cos. d sin. a\ -n /sin. £ — cos d? sin. a 

se reduit a — p — = - , ou — P — . , > 

-* \ sin. a cos. a r \ sin. a 

Supposons que P est la parallaxe horizontale 6quatoriale, et 
diff&rentions en supposant P, a, h variables. On aura, en con- 
sid£rant que la differentielle de P est constamment negative, 

X P / s * n> #-— cos ' d sin, a \ p t$b ^os. b — $a cos. d cos. a 

\ sin. d , ) \ sin. df. 

Ce sont les corrections qu'on doit appliquer a la distance vraie 
calculee par les m^thodes ordinaires, ou <5T ex prime la dif- 
ference entre la parallaxe equatoriale et celle qui convient a la 
latitude du lieu de Fobservation.. 11 s'agit k present de deduire 
des formules propres pour le calcul. 

. Representor l'azimuth de la lune (compte depuis le quart 
de meridien ou se trouve le pole eleve) par F, sa declinaison 
par B; .l'azimuth du soleil ou de 1'etoile (comptes^ de la meme 
maniere) par/, sa declinaison par b ; et l'angle de la verticale 
et du rayon, terrestre pour le lieu, del'observation par n. Nous. 
aurons 

la =— « cos. F== — n ( sin ' B ^ sin - /,sin - a 1 

\ Cos. / OS. d 

et a p = — . . n cos. f = — n — — - — ~ — 

^ \ cos. / cos. b 



K 



no Mr. be MEufDOZA y Rfos on the principal 

Substituant ces expressions, etfaisant la somme des corrections 
= „ on «dui» 

* -r, /sin. k — cos. £?sin. ^\ , t% /sin. b cos. k —sin, /sin. /* cos. h sin. B cos. Jcos. # — ^sm//cos> d sin. s cos. a\ 
' \ sin, a? / l^ ^ sin. df cos. /cos. A sin. ^ cos. /cos. a J 

rv-ri /sin. 7 ;.— cos. J sin. ^\ . n /sin. 2? — sin J sin. & — sin.B cos.d-f sin. / cos. c? sin. « 

% zzz d Jr I : — r + r w *— * — 3 — - y • 

\ sm. rf / \ sm * « cos * * 

tsr^/sm*£— .cos.dsin.aV t* ^ */ski.J&— cos.d r sin.<i\ , t\ /sin. 7 ;— sin.B cos.rf 

X = JP ~—t — P/2tanJ r— - : 4-Pft : -; r 

\ smJ / \ sm. d / ' \ sin. d cos. / 

t *t* -r* ^ 7\ /sin. ib — cos.tf sin. a\ , t> /sin, 6 — sin.B cos. <2 

« = (JP-Pntan.Z)( ^ fc )+ Pn ( sm.^co,/ 

Repr6sentons Tapplatissement de la Terre par <?, en suppo- 
sant le demi-diametre de T^quateur = 1, et nous aurons 
I P== P e sin.* /, et n = 2 e sin. / cos. / ; * ce qui, dtant sub- 
stitu6, donne 

/**-% »rii 7 a 7\/sin.#— cos,c?sin.«\ . ^ . 7 /sin. &— .sin.B cos. d 

*=s(n > ^sJPtan.ZcotZ) J5— g l+sPesm./' 



■MWrt*aiil*i»MMl«MWMWM 



sin. df / ■ ■ \ sin. rf 

^ n /sin. Jb~~ cos. tJsin. a\ , . r> *,* 7 /sin. & — "sin. B cos. rf 

«= — 2P I iTnTT— J '+ 2 F * sm - / ("— — ^iSTS 

* Void la demonstration. 

Representor le demi-axe terrestre par b> supposant le demi-diametre de Tequateur 
zz i> et Tapplatissement 1 — . b zi e. Et soit, pour un lieu particulier, / la- latitude, 
r le rayon terrestre, c Tangle forme au centre de la terre par le rayon et le demi- 
diametre de Tequateur, et n Tangle de la verticale et du rayon terrestre. 

On aura (Voyez la Trigonometries Mr. Cag noli) tan. c zt b* tan, /. Faisons 
aussi tan. z zz b tan. /. 

^ w , « „ cos. a i; sec. z c I +£* tan^ / ** . • • ^ . % \ 

On deduira f % •-: -^— - - r= — r- = ■ T A :-..— 17> Mais on. a,- a tres pen pres, 

cos. z c sec. 2, 2 i--f-o*tan.*Y A * 

5* rr'i — 2 e, & 4 =i- 4 e, et 1 — r a zz 2 — 2 r ; donc> en substituant, on tirera 

2 2 f ■*• 1 — — — — ,, et 2 r r 1 + ■ - - r~ -^•*y. »- qui se reduit a 2m ^t — i — -^y 

= 2gtan ^i = 2 e sin. a /. Ainsi 1 — r zz e sin. 2 * "/, et par consequent P—Pr=:P^sin. a /. 

.._ .sec. 2, 1 ,., . .,'...'.• 

; ■ ■ tai^/— tan.c tan. /—^ tan./ / 

L anffle w est rz / — c. Par consequent tan. « =: — r- — -.- — -'ZZ " rTTTTrrTT > ec 
& * i-|-tan. /tan.c i-f-^ z tan,*f 

, . , . 2 € tan. / _ . y j . t v 

substituant b % zz 1 — 2 e, on aura tan. n = ~^— ~r-7 — "^ — T/» <l m se reduit a 



« 



2 t sin. / cos. /. 
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Or, si,, dans la reduction de la distance, Ton emploie la pa- 
rallaxe horizontale pour r^quateur, augments de la difference 
<5Tentre cette parallaxe et celle qui convient a la latitude du 
lieu de Tobservation, la distance vraie, ainsi calcul6e, se trouvera 

corrigee de la quantity SP ( sin ^^^ S — ) ; car liquation <te- 

_ i # i » * / -w~± t\ ■*-% \ / si n Jy : cos d sin • cl 

pendante de cet 616ment, sera alors — (P+ dP) — -—^^ — ~ 

Oh pourra, done, employer la parallaxe pr£par6e de cette ma- 
niere;* ce qu'on pourra faire tres facilement, car si les 6phe- 
ra^rides donnent la parallaxe pour un lieu particulier, il suffira 
d'y ajouter Tequation relative a la latitude de ce lieu, ainsi que 
Tequation relative au lieu de Tobservation. 

A la distance obtenue, Ton devra appliquer la quantity 

P 7 /sin. b — sin. B cos d \ ,, ,, , .. " , 

e sin. / ( — — jj-r- L Soit cette equation = s, et nous 

aurons 



£ 



Pi t> /sin* b — m sin, B cos. d 
e sin, /cos. o 1 s~^ — 7—— 

cos. B sin. a 



n n rt ft ' M 7 ^„ -D /^ ^ f sin. b — - sin. B cos. rf 

£ = 2P*sin./cos.B i — i-f 



I J { I HI.H.J mm ' .. ' " ■ ""■■ mm ,. i 1 1 ; .wiwiwpmn 



s=z%Pe sin J cos. B-^sP^ sin. /cos. B 1 + 



sin. a 

sin. B cos. d ~ sin. b 



cos, B sin. d 



P. 7 t> : n * 7 /cos. B sin. d -f sin.B cos.^v- sin b 
e sin. / cos. B — 2 P e sin. / 2~ — , — — 

\ - sin. a 

P» 7 f» ts * 7 / sin. (u -J- IS ) — - sin, 
e sin. / cos. B — 2 P e sin. / — ^—i~L 

\ sin. d 

• = s P e sin. / cos. B - 4 P e sin. / cos ^ {d ± B + h) si "' i ( i±*--^2 

^ sm. rf 

Cette expression a Tavantage de ne demander aucune dis- 
tinction de cas, car on devra toujours ajouter a la distance cal~ 

* C'est ainsi que le savant Mr. de Bor.da le pratique, dans la methode qu'il nous a 
donnee a ce sujet (voyez son Traite du Cercle de Reflexion) 9 tt que je n'ai pas manque 
de consulter avant de travailler a la redaction de cet article. 
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ai\6e Inequation 2 P e sin. I cos. B, et retrancher liquation 

4 p e S in. / cos.x (rf+ B+^)sin.|(rf+B-6) j ^ re 

ainsi, depouill6 des erreurs qui dependent de l'applatissement 
de la Terre. 

On pourra, dans ces operations, employer toujours pour P 
la parallaxe horizontale moyenne, 57', et Ton aura 1.32855 pour 
le logarithme constant de 2 P e, et 1 .62958 pour le logarithme 

constant de 4 P e 9 en supposant l'applatissement = — - . 

Pour faciliter le calcul, j'ai construit deux tables, dont Tune 
donne l'equation 2 P e sin. I cos, B, et Tautre le logarithme de 
4 P e sin. X 

On pourroit aussi trouver 

— . . t T-* » -r» • ' 7 ■ ■" ti / 1 sin. b-*- sin. B cos. d 

*€='— .2P^SmJc0S.B + 2P^Sin./C0S.B(l+ - cos. Bsin.d "" 

-^ . T T-k 1 -n • • 7 /sin. 6+-cos. Bsin.d— ^sin. Bcos.d" 

g == — 2 P<? sin./ cos. B-j-2 Pe sin./ ^-^ -r— 

. t •»■% v% • 7 / sin. b -f-sm. (d!-— »B) \ 

e = -*- 2 P<? sin. / cos. B + 2 P<? sin. / 1 ■— — -jr^-j ■ ] 

_ . , _, , _, . ,sin.i(6+d— B)cos.i(6~(<f— B)) 
6 ___ 2 p <? sm . /cOS.B + ^PeSinJ " sin./ — - 

Si Ton preferoit d'employer les distances au pole eleve, au 
lieu des declinaisons des astres, on auroit (en appellant B', et 
b' les distances polaires correspondantes a B, et b) 

,=-iF« sm. / sm. B'+4< P <? sin. / — sin TJ 

ou bien 

r, • 7 • iv r> • 7 sin. j(b' +(d ~B'))sin.|(y-(<i~ B')) 

e=2 Pesin./sin.B-— 4jPesmJ — ^— i jr— 3 
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A PP EN DICE. 

jExemples des calculs de quelques unes des Solutions 
etablies ci-dessus, paries Tables ordinaires. 

EVTTTVTPT TT T 
AxLlVIrJLli, I. 

Calcul de la Latitude du lieu par deux Hauteurs du Soleil, 
et VIntervalle de Terns ecoule entre les Observations. 



Observations faites dans 1'hemisphere septentrional. 



Hauteurs vraies O 

45° 5' 4 2 " 
5 36 6 



2A - 

Petite hauteur 
Grande hauteur 

Somme 

Demi-somme - 
Difference 



Distance polaire 

Petite hauteur 

Somme (-}- 90 ) 
Demi-somme 



Demi-intervalle Declinaison O 
i h 30' = 22 30' 12 o' N 

L. cos. declinaison 9.99040 
L. sin. demi-intervalle 9.58284 

Somme - ' - 9*57324 



43 57'S2 ! 
5 36 6 

45 5 4 2 



94 39 4° I 

47 19 5° 
2 14 8 



78 o 
5 36 



o 
6 



J 73 3 6 
86 48 



6 
3 



L. sin. - - 9.91867 

L. sin. demi-intervalle 9.58284 
C. 1. sin -' - 0.1585 1 

Somme 
Demi-somme 

Ju. COS. *■• «• 

JL. sin. - - 
v/.» l. sin. 2 /\. «• 



19.66002 
9.83001 



983108 
8.59115 

0.15851 
C.l. cos. petite hauteur 0.00208 

Somme - - 18.58282 
Demi-somme - 9 29141 

-L. sin. - - 9-71509 

Demi-l.cos.pet. haut. 4,99896 

Demi-1. cos. declin. 
C. sin, - 

L, sin. N (somme) 

L. cos. N 

Difference 



4.99520 
o.oco68 

970993 
9-93375 



Distance polaire 
78°o' 



JL*. sin. «fx • 
Dist. polaire 
Difference 



L. sin. 



.Li.sin. 
Difference 



2i°58'56 tf 
78 o . Q 
56 i 4 



43 57 5* 

- 42 32 2# 



II l6 51 



31 IS 31 



Latitude du lieu (2 B — 90 ) 



9-933°7 £« sin. (B) - 



59 o 3 
28 o 6 
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EXEMPLE II. 

Calcul de la Latitude du lieu par deux Hauteurs du Soleil, 
et Tlntervalle de Tems ecoule entre les Observations, ay ant 
d'ailleurs la Latitude estirnie. 

En deduisant premierement V Angle horaire moyen. 

Lat. estimee Declinaison 



Hauteurs vraies O 
i re Observation 30 13' 14'' 
2 de Observation 50 355 



Heures des observ. 
7 h 32 , i6 ,/ 
10 27 48 



56°29'S 



20 6' 40" 8 



Grande hauteur 
Petite hauteur 

Somme 

Demi-somme 

Difference 

Demi-intervalle 

Declinaison 

Latitude estimee (• 

Horaire moyen 

Demi-intervalle 

Petit horaire 
Demi-petit horaire 



ffi 



Intervalle 
Demi-intervalle 

5°° ?$$" 

30 *3 H 

80 17 9 

40 8 34 
■9 55 20 

21 56 30 

20 & 40 

3°') 55 59 ° 
42 8 47 

• 21 56 30 

20 12 17 
- 10 6 8 



2 55 3 2 

1 27 46 zz 21° 56' 30" 



re 



supposition. ' 

988134 
9.23631 

" 0.42752 
0.02732 

9-57449 

o 25225 

iMWNWMMMMMMM 

L. sin. (somme) 982674- 



,me 



supposition, 



L, cos. 
L. sin. 
C. 1. sin. 
C. L cos. 



ime 
C. 1. cos. 



Demi-(gr.haut.. + 90*) 70 1 57 



Demi-dist. meridienne 

Distance meridienne 
Declinaison 

Latitude calculee 
Latitude supposee 



18 28 30 

36 57 o 
20 6 40 

■WHMMMWMMMMMMMIIHHi 

57 4 
55 59 



C. 1. sin. - °7559 6 

Demi-c. L cos. de'cl. 0.01366 
Demi-c, 1. cos. lat. - o, 1 26 12 
L.sin.^: - - 9 973°8 
L. tan. A (somme) 10 86882 
L. sin. A - y 996 56 

L. cos. (difference) 9 97702 



+ 1° 

43 Q 3 2 ' 5 0?/ 
21 56 30 

21 36 20 
10 48 10 



9.57449 
0.26370 

9.838I9 



0.727I6 

0.01366 
0.13185 

9 973° 8 

10.845.75 



18 18 16 
3 6 36 32 



9-99> 6 3 
9 97745 



5 



Somme i° 21' 



Equation de la deuxieme latitude supposee 
Latitude du lieu - - . - 



- - 


20 40 


M» HI 

i6'X6o' 
8^ 


5 6 43 
56 59 

16 
12 




5 6 47 



Remarque. Pour appliquer liquation trouv^e a Tune des 
latitudes calcul^es de la maniere convenable, afin de d^duire 
k latitude corrigee, on pourra consulter ce qui a 6te dit ci- 
dessus dans les pages 60, et 61 ♦ 



Problems of Nauftcdl Asttonomy* 



115 



J^J^j^NirLjJOj 111. 



Calcul de la Latitude du lieu par deux Hauteurs du SoleiL et 
I'lntervalle de] Terns ecouli entre les Observations, ayant 
d'ailleurs la Latitude estimee. 

En deduisant premierement le grand Angle horaire. 



Hauteurs vraies Heures des observ. 

i re Observation 68° 29' 50" - 1 i h 30' 20^,5 

2 de Observation 71 9 15 -. 12 27 1 - 

Intervalle - 



Lat estimee Declinaison O 
39°38'N - - 2o°4i' 33 /r N 

• ■ - 20 4 1 7 



o 56 40,5 z: -- ■ • - 
Difference en longitude contractee par le vaisseau entre les observations 

Intervalle prepare pour le calcul 



14 10 7,5 
070a l'ouest 



H 3 7>5 



re 



Petite hauteur 
Latitude estimee ( T 
Distance polaire 

Somme - - 

Demi-somme 

Difference 

Demi-grand horaire 
Demi-intervalle 
Demi-petit horaire 



68° 29' 50" 
30') 39 8 o 
6918 27 

176 $6 17 
88 28 8 
19 58 18 

6 26 20 

* 7 I 34 

- ° 35 14 



C. 1. cos. 
C. 1. sin. 

L. cos. 
L. sin. 

Somme 



supposition. 

0.11032 
0.02896 

8.42683 
• 9 5334 6 



2 me supposition, 



Demi-(gr. haut.4.90 ) 80-34 2,7 



Demi-dist. meridienne 9 24 25 

Distance meridienne - 18 48 50 

Declinaison - - 20 4 1 7 

Latitude calculee - 39 3~cT""""" 

Latitude supposee - 39 5 
Difference 



- 18.09957 
L. sin. (demi-somme) 9.04978 

C. 1. sin. - 1.98933 

Demi-c. 1. cos. lat. 0.055 1 6 
Demi-c. 1. sin. dist.p. 0.01448 
L. sin. - - 9.99410 

-^ : . "— "— "- ~ -" ; - ■ Hill II 

L. tan. A (somme) 12.05307 
L. sin. A . - . ' 9.99998 
L. cos. (difference) 9 994*2 



+ 1° 



+ 3°' 
+ 30' 

5 22' 57" 

7 1 34 
* 38 37 



9 l 9 9 
18 38 18 
20 41 7 



0.11660 
0.02896 

8.25516 

9-54375 

17.94447 

8.97223 

1.54238 
0.05830 
0.01448 

9*994?o 

■■■■MaMM 
II.6O926 

9-999*7 
9.99423 



39 
40 


19 





46 





39 


39 


26 



" ■ " ° 2 5 - Somme 71' .-;;.' 

Equation de la deuxieme latitude supposee ~ *;.■? . 
Latitude du lieu .•---. 

Remarque. Sur la maniere d'appliquer liquation a la la- 
titude calculee par Tune des suppositions, pour d^duire la 
latitude corrig6e, je dois aussi renvoyer ici aux pages 60, et 61. 
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Calcul de V Angle hor$ire d'un Astre, par sa Hauteur et sa 

Declinaison, et la Latitude du lieu. 



Hauteur 45°2i'54". 

Latitude 
Declinaison 



Declinaison i3°4i'36"N. 



Distance meridienne au zenith 
Complem. de la haut. a 90 - 

Somme - 
Demi-somme 

Difference 



Demi-angle horaire 
Angle horaire 



2 3 2c/ o w 
*3 4* 3,6 

9 3 8 H 
44 3$ 6 

MMMMNVWMMMm MMMPHWM 

54 16 30 
27 8 15 

17 29 51 



23 5 2 
46 10 4 



C. 1. cos. 
C. 1. cos. 



Lat. du lieu 23°2o'N. 

0.0370551 
["0*0125045 
L 184 



L. sin* 
L. sin. 

Somme - - 

L. sin. (Demi-somme) 

: 3 h 4' 40" r6 l ". 



1-9.6590246 
[ 616 

r-9.4777409 

Y 340s 

I9.I867459 
9-593-3729 



Remarque. Je ne place ici cet exemple que pour en dormer 
un des avantages qu'on peut tirer de disposer les formules de 
maniere k reiidre les quantites et leurs variations, ou differences, 
additives "; en r^duisaiit par ce moyen les operations a la simple 
addition totale, et en £pargnant la peine d'appliquer s6parement 
les parties proportionelles. Dans le calcul precedent (qui a ete 
fait avec des tables quidonnent leslogarithmes de minute en mi- 
nute), on voit que pour chaque sinus, ou chaque complement 
arithmetique de cosinus (ou s^cante), j'ai pfis ce qui convient 
aux degr6s et aux minutes, et que j'ai ecrit dessous les parties 
proportionelles pour les secondes, afin d'ajouter le tout ensemble. 
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Calcul des Equations quon doit appliquer a la Distance appa- 

.... 

rente de la Lune au Soleil, on a une Etoile, pour avoir la 
Distance vraie. 

Hauteur appar. 6° 27' 34". Hauteur appar. ([ 54 n' 57". Distance appar. ([ 108 42' 3* 
Correction de la hauk©7 / 3 3". Correction de la haut. d 31' 42". Parallaxe horizontale <[ 55' 19" 

0.0236 

- 0.2329 

- $.9669 

- ... - 9.9908 

O.3010 
C. h. ([ 1902" L. - - .- 3.2792 

Deux. eq. 622,9. L. (somme) 27944 



Distance <[ - 108042' 3" 
Hauteur - - 6 27 34 
Hauteur a - - 54 1 1 57 

Somme - - - 169 21 34 

Demi-somme - 84 40 47 

Premiere difference 78 13 13 

Deuxieme difference 30 28 50 



Correction haut. 
Premiere equation 



453 
45»3 



C. 1. sin. - 0,0236 

C. 1. cos. - 0.0028 

C. 1. cos. - - 

* 

L. cos. - - 8.9669 
L. sin. 

L. sin. - - 9.7053 

L. constant 0.3010 

L. •■ - • ' - 2.6561 

L. (somme) 1.6557 



Distance apparente 
Correction haut. ([ 
Premiere equation 



it -1 



3i 42 
45>3 



- - - io8°42' 3" 
Correction haut. 4- ° 7 33 
Deuxieme equation 4- o 10 22,9 

Distance corrigee des equations principales 



108 
— 


59 5 8 >9 
32 27,3 


108 


27 


3i>6 



Remarque, La distance vraie, selon la m^thode de M. de 
Borda, est presque la rndme (voyezTexemple dans les Tables 
de Logarithmes de Callet), mais, cepqndant, je d^duirai les 
autres corrections, pour montrer la maniere de faire ces calculs. 



Correct, haut. 453" 
Demi-prem. eq. 23 

Difference •> - 430 

Distance appar » - 



L Prem. eq. 1.6557 

L. - - - 2.6335 
X. cot. - 9.5295 
L. constant 4.6856 



Troisieme equat. 

Troisieme equat. 
Quatrieme erquat. 
Distance appar. 



o 5 o 



L. (somme.): 8»5043(---io) 

Demi-L - 4.252 1( — 5) 

Demi-L - 0.1056 

C. 1. cos. - 0.4940 

L. constant 0.301 o 



Cinquieme correct. 1,4 L. (somme) 0.1527 



Correct, haut. (L 1902"! 
Demi-deux. equat. 314 | 

Difference - - I 59 I 
Distance appar, » •- - 

Quatrieme equat, 1,6 

Distance precedente - 
Troisieme eq. — -o",o~ 
Quatriemeeq. — 1,6 
Cinquieme eq.-J-i, 4 J • 

Distance reduite - 



L. Deux, eq* 2.7944 

L. - - 3.2017 
L. cot. - - 9.5295 
L. const. - 4.6856 

L. (somme) c.2112 



- - - - io8027 / 3i // ,6 



0,2 



108 27 31,4 



Les Equations troisieme et quatrieme seroient positives, si la 
distance n'excedoit pas 90 , et c'est la seule distinction de 
cas qu'il faut faire dans le proc^de ci-dessus. 
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EXEMPLE VL 

Calcul des Equations qu'on doit appliquer a la Distance appa- 
rente de Id Lune an Soleil, ou a une Etoile, pour avoir la 
Distance vraie. 

En se servant des Requisite Tables. 



Hauteur apparente ([ - 49° 57' 

Parallaxe horizontale <[ - 57 8". 

Distance - 2 9 24' 46" L. sin. 

Hauteur ([ - 49 57 o L. cos. - 

Hauteur * - 64 19 o L. cos. - 

Somme - - 143 40 46 

Demi-somme - 71 50 23 

Premiere difference 21 53 23 



- Hauteur apparente * 
Distance apparente <[ ■%■ 
9.6912 

mm mm mt ■ mm mm 

- 9* 6 3 6 9 



Deuxieme difference 7 31 23 
Correct, de la haut. ^ o o 27 



J_/. sec. 
L. cosec. 
L. cosec. 
L. p. - 



64 19' 

29 24 46* 

9.6912 
- 9.8085 

0.5061 



- 0.5061 
0.4286 

- - - » - - 0*8833 

- 2.6021J Correct, haut. ([ 3^5 8" L. p 0.6994 



Premiere equation - 
Correct, haut. ([ 
Demi-deux. equation 
Difference 



L. constant - 9,6990 - - - - 9.6990 

L. p. (somme) 2 5639) Deux. eq. 9'i7"L.p.(som.) i.2875 



o o 29 

o 35 58 

o 4 38 J L.p. deux.eq. 1.2875 

- o 31 20 L. p. - 0.7592 



L. tan. distance appar. 

L. constant - 

L. p. (somme) - - 

Correct, de la haut. <[ 
Premiere equation - 



975* 2 
1.2810 



Distance appar. - - 2 9 24' 46" 
Correct, de la haut. # -f o o 27 

+ 9 17 



Deuxieme equation 
3.0789 Troisieme equation 



+ 



35' 5** 
29 



Distance reduite 



29 34 39 

— o 36 27 

- 28 58 12 



Remarque. Quand la distance exc6de "90% la troisieme 
Equation devient negative. 

Je ne dMuirai pas les autres Equations ; car ie d6gr6 d'ap- 
proximation du calcul qui pr6c6de est celui que la plupart des 
Navigateurs estimeront suffisant pour la pratique. 

Le meme exemple calculi par la m^thode de Mr. Wit- 
chell (voyez les Requisite Tables) donne a8° 58' n'Ypour 

la distance reduite. 

DE MENDOZA Y RIOS. 

Londres : 
4 Novembre, 1796. 
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ADDITION, 

Gontenant une Methode pour reduire les Distances tu- 
naires. Par Mr. H. Gavendish, Membre de la 
Societe Royale, kc. 

Mr. Cavendish m'ayant fait l'honneur de me communiquer 
la methode qu'il a trouve pour reduire les distances lunaires, je 
prbfite de la permission de ce savant, pour la faire conrioitre 
au public, en pla^ant ici un extrait de ce qu'il m'a 6crit a ce 
sujet, dans les propres mots de Fauteur. 

Extract of a Letter from Henry Cavendish, Esq. to Mr. 

Mendoza y Rios, January, 1795. 

" The methods in which the whole distance of the moon and 
star is computed, particularly yours, require fewer operations 
than those in which the difference of the true and apparent 
places is found ; but yet, as in the former methods, it is neces- 
sary either to take proportional parts, or to use very voluminous 
tables; I am much inclined to prefer the latter. This induced 
me to try whether a convenient method of the latter kind might 
not be deduced from the fundamental proposition used in your 
paper, and I have obtained the following, which has the advan- 
tage of requiring only short tables, and wanting only one pro- 
portional part to be taken, and I think seems shorter than any 
of the kind I have met with. 

" Let h and H be the apparent and true altitude of the star; 
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I and L the apparent and true altitude of the moon, g and G 
the apparent and true distance of the moon and star, Let 
the sine and cosine of g = d and £, the sine and cosine of 
/ = a and #, the sine and cosine of h ==..& and (2; and the 
sine of the actual and mean horizontal parallax =^> and ^; 
and let the sine of L . == a — m + p e 9 and its cosine 
=:^(i + f6— pi) and let the sine of H = b — n, and its 
cosine = /3 (1 + v). 

" Then the cosine of G = £( 1 +^*~j^ B ) (t 1 +")*+ (a—m -i~P e ) 
{b — n) — a b (i-\-{A,—p e) (i + y), which equals £ + fy* -f- £v — ? 
^ g + ^, u v ~ ^ £ ^ •+# 6 — 6^ -{- bpe — a n-\- n m—npe ~*-ab>*— 
ubp-\-abpe — abv — abpv-\-abvpz = $-\>$iA,-\-Sv — $pt-~bm->- 
b a^-^bpe^bapt — an— a b v-\-n m~np e—ab p v-\-a b vp e •+- 

« To make use of this rule, it must be considered that the 
quantity ifiv — $p ev is so small that it may safely be disre- 
garded ; but nm — np e—a b p v + a b vp g, if the altitudes are 
not more than 5 , may amount to about 12", and therefore 
ought not to be neglected. The quantity e-\-ae also differs 
very little from one, but is not quite equal to it. Let there- 
fore a table be made under a double argument, namely, the 
altitudes of the moon and star, giving the value of . . . . 
2t m- — n n e — ab pv-\- abvw e -J- b-ne -\-b a^ e- — b n, answering 
to different values of these altitudes, which call A. Let a 
second table be made under a double argument, namely, the 
altitude of the star and the apparent distance of the moon 
and star, giving the value of Sv, which call D. Let a third 
table be made with the observed altitude for argument, giving 
the logarithm of a m + #V '•> an( * ^ et *h\s quantity, answering 
to the moon's altitude, be called M, and that answering to the 
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star's altitude, N; observing that the same table will do for the 
moon and star ; but a fourth table should be made for the sun, 
so as to include its parallax; and, lastly, let a fifth table be made, 
with the moon's altitude for argument, giving the logarithm of 

1 !L 9 which call C. Then will cos. G = <T-~ Sa p C— ~ - ™ 

a it a 7 + a & 

^bp + D-A. 

" It must be observed that Sap C=$p s — , whereas it ought 

to equal $pe — $p; but ^ cannot exceed 57", and the horizontal 
parallax cannot differ from the mean by more than T r T part of 
the whole; so that the error arising from thence cannot exceed 
3" or 4". This small error however may be diminished by 
giving the quantity C for more than one horizontal parallax/" 



Addition to the foregoing Letter. 

" I have procured tables of the above-mentioned kind to be 
computed, which are intended to be inserted in a work now 
printing by Mr. Mendoza y Rios. Allowance is made in them 
for the alteration of the refractive power of the atmosphere, 
which is done by two new tables, one giving the correction of 
the logarithms M and N, and the other the sum of the correc- 
tions of ip and $v. Now it must be observed, that the quantities 
ju, and v vary only from 57" to 51"; and therefore the correc- 
tions of ifi and iv, may, without any material error, be consi- 
dered as the same at all altitudes; and therefore the sum of the 
corrections may be comprehended in a table, under a double 
argument, namely, the refractive power of the atmosphere and 
the apparent distance. 

MDCCXCVIL R 
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" In order to avoid as much as possible the inconvenience 
arising from using negative quantities, or giving different cases* 
the table D is continued to 125 of apparent distance, and the 
numbers in the table A are increased by 0,0003, so as to make 
them always positive; and to compensate this, the numbers in 
D are increased by 0,0002, and those in the correction of 
$p -f- $v by o,oooi. It was found proper also to give the table 
C for four different values of horizontal parallax. 

" The above tables are short, and do not require proportional 
parts to be taken. The only part of the work in which this is 
wanted, is in finding the angle answering to the natural cosine 
of the true distance. In finding the natural cosine of the ap- 
parent distance this is avoided, by neglecting the odd seconds 
in working the problem, and adding them to the result/' 



